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A Mecanica dos Fluidos é uma ciéncia de grande importancia,
cujo interesse geral tem atraido ao longo da histéria a atencao
de grandes matematicos e fisicos. A fascinagao provocada pela
observacao mesmo casual de escoamentos na natureza e na tec-
nologia — instigada pela diversidade de ocorréncias fisicas — bem
como o intrincado comportamento das equacoes matematicas
que regem o movimento de fluidos, fazem desta classe de pro-
blemas um permanente objeto de interesse e reveréncia.

O propdsito do texto apresentado a seguir é introduzir o leitor
a uma formulagao para o tratamento de um tipo especifico de
fluidos, os chamados fluidos newtonianos. Por serem o ar e
a agua fluidos newtonianos, sao portanto aqui abrangidos os
fluidos de maior importancia na engenharia. As equagoes que
governam o movimento de tais fluidos sao deduzidas de modo
cuidadoso, principalmente no que diz respeito as suas hipoteses
constitutivas. O texto, como concebido inicialmente, é orien-
tado para pesquisadores e estudantes avancados em Mecanica
dos Fluidos; entretanto, dada sua clareza e qualidade, certa-
mente ele sera de utilidade para estudantes de graduacao e ini-
ciantes no assunto. Que seja do meu conhecimento, nao existe
qualquer texto em Mecanica dos Fluidos originariamente es-
crito em portugués que possua conteudo préximo a este.

O texto completo foi escrito no verao de 1989, no exiguo prazo
de 3 meses. Isto apenas enaltece a qualidade de seu autor, cei-
fado prematuramente de nosso convivio em outubro de 1989.
Por nao ter tido o autor a oportunidade de revisar o texto
original modificando pequenas partes que o desagradasse, esta
versao nao condizira certamente com sua expectativa. De fato,
ela foi inicialmente pensada como um primeiro manuscrito, a
partir do qual um livro basico sobre Mecanica dos Fluidos
emergeria. A posicao do editor ao formatar o manuscrito ori-
ginal foi de conservar em sua integridade as palavras do autor.
Assim, nada foi alterado do texto original.
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Capitulo 1

Conceitos Fundamentais e
Consideracoes (zerais

1.1 Sdélidos, Liquidos, Gases

A propriedade fundamental que caracteriza liquidos e gases é, sob o ponto de vista
mecanico, a “facilidade” com que sd@o deformados. Um corpo sélido (ou, pelo menos,
a maioria deles) “resiste”a esforcos externos que tendem a deformé-lo sendo as variagoes
das posigoes relativas das varias particulas que o constituem “pequenas”quando for “pe-
quena’a variacao das forgas externas.

Em liquidos e gases isso nao acontece. Esforcos externos arbitrariamente “peque-
nos” em magnitude podem induzir “extensas” deformacoes nos mesmos. Esta caracteristica
mecanica permite-nos agrupar a maioria dos liquidos e gases, no que se refere ao seu com-
portamento mecanico, em uma so classe: os fluidos.

Ao estudo do movimento macroscépico relativo dos vérios elementos que compde um
corpo (ou uma regiao) fluido(a), em face a esforgos externos nele(a) atuantes, dé-se o
nome Mecanica dos Fluidos.

1.2 A Hipébtese do Continuo

A fisica moderna descreve as propriedades da matéria como grandezas quanticas. A massa
de um corpo, por exemplo, nao esta continuamente distribuida ao longo de seu volume,
mas concentrada nos nucleos de seus atomos. Entretanto, a Mecanica dos Fluidos normal-
mente se limita apenas ao estudo do movimento macroscdpico dos fluidos, dispensando
uma descricao precisa do movimento a nivel molecular. Assim, em tais estudos, o fluido
pode ser geralmente tratado como um meio continuo que possue propriedades que variam
continuamente ao longo do seu volume. Tais propriedades sao expressoes macroscopicas
das propriedades quanticas das particulas que constituem o fluido.

A hipédtese do continuo pressupoe a existéncia de trés escalas de comprimento carac-
teristicas para os escoamentos de fluidos. Uma escala de comprimento, L3 caracteristica
das variacoes das propriedades do “continuo”, uma escala de comprimento, Ly, onde as
variacoes dessas propriedades sao assintoticamente pequenas, e uma escala de compri-



mento a nivel molecular, L;, comparavel ao caminho livre médio entre as moléculas do
fluido. A hipdtese do continuo presupde, necessariamente, que:

L << Ly << Lg (11)

O significado das escalas de comprimento L, Ly e L3 sao ilustrados na Figura 1.1.

Dore oy fe Meple/o,

Figura 1.1: Escala caracteristica de comprimento.

Suponha que pudéssemos medir a massa especifica de um fluido com um instrumento
que extraisse dele um volume parcial de dimensao arbitraria, Ls. Por definicao, a massa
especifica local é dada por:

m

—
P=v5 v

(1.2)
onde m = massa, V = volume.

Entretanto, para um fluido “real”, o limite em (1.2) ndo converge, uma vez que, quando
L ~ L4, a exclusao de moléculas individuais do volume de referéncia a medida que ele
diminui provoca grandes variagoes na razao m/V. Assim, deve existir uma escala de
comprimento Lo, onde a “exclusao de moléculas”a medida que L — Ly nao implique em
variagoes sensiveis da razao m/V (L; << L,). Ao mesmo tempo, s6 existird um limite
param/V em Ly quando as variagoes macroscépicas desta razao ocorrerem em uma escala
de comprimento L3 >> Ly. Assim, s6 podem ser analisados como meios continuos os
escoamentos onde existem estas trés diferentes escalas de comprimento para as variagoes
das suas propriedades. Os escoamentos hipersonicos sao um caso onde L3 ~ L;, nao
podendo assim serem analisados como meios continuos.

1.3 As Propriedades Fisicas dos Fluidos

O movimento macroscépico de um fluido é condicionado pelas interagoes entre as
moléculas que o constituem. Entretanto, o efeito a nivel macroscopico dessas interagoes
pode ser expresso através de propriedades macroscdpicas (ou propriedades do continuo,
na idealizac¢ao do fluido como um meio continuo) tais como massa especifica, viscosidade,
compressibilidade, etc.



A massa especifica p é definida como em (1.2), onde o limite é tomado somente até
V — L3

A wviscosidade é a propriedade que um fluido possui de transmitir quantidade de movi-
mento linear ao longo de dire¢oes normais a velocidade local do mesmo (local, em termos
macroscopicos). O aumento da forga eletromagnética repulsiva entre as moléculas quando
elas se aproximam uma das outras explica a transmissao da quantidade de movimento
linear na direcao da velocidade local do escoamento. A explicacao para o efeito viscoso,
entretanto, nao ¢ tao simples: uma regiao fluida inicialmente em repouso pode ser vista,
na verdade, como um grande niimero de moléculas que se movimentam com velocidades
que variam estocasticamente. Se uma fronteira plana dessa regiao fluida é colocada em
movimento na diregao tangente a sua superficie, o movimento flutuante (ou Browniano)
das moléculas faz com que algumas delas, que se encontram préximas ao contorno posto
em movimento, se choquem contra o mesmo, adquirindo momento linear extra. Através
deste mesmo movimento Browniano, moléculas que adquiriram momento linear extra in-
teragem com outras moléculas no interior da regiao fluida, transferindo para elas parte
deste momento extra. Através desse processo, ilustrado na Fig. 1.2, resulta uma trans-
feréncia liquida de momento linear ao longo das direcoes normais a da velocidade média
(macroscopica) local, chamada difusao viscosa.

Figura 1.2: Difusao viscosa do momento linear

A intensidade com a qual a quantidade de movimento linear é transferido por di-
fusao viscosa depende de caracteristicas do fluido, tais como sua estrutura molecular,
suas propriedades fisicas, como a temperatura (energia cinética média das moléculas) e
a massa especifica, e também sua taxa de variagao local da distribuicao da velocidade
“macroscépica’ u ao longo da dire¢do normal ao movimento (y).

Para o fluido como um continuo, este processo de difusao viscosa permite a associagao
de uma tensdao de cisalhamento local, ao fluxo normal (por unidade de drea) da componente
da quantidade de movimento linear paralela ao escoamento local.

Sir Isaac Newton estudou experimentalmente o arrasto em placas planas em movi-
mento através de meios fluidos, e introduziu o conceito do Coeficiente de Viscosidade, ou,
simplesmente, Viscosidade, . Newton assumiu que p é uma propriedade dependente uni-
camente da natureza do fluido, e que relaciona a tensao de cisalhamento (7) e o gradiente
normal da velocidade local do escoamento du/dy, através da expressao:



Fluidos onde p nao varia com a taxa de cisalhamento du/0y sdo denominados Fluidos
Newtonianos. Neles, 7 é uma fungao linear de du/dy. Fluidos tais como a dgua e o
ar podem ser considerados newtonianos pois suas viscosidades dependem apenas de seus
estados termodinamicos (pelo menos na maioria dos escoamentos de interesse pratico).
Por outro lado, existem vérios fluidos que nao satisfazem a relacao (1.3): os dleos e as
suspensoes sao exemplos de tais fluidos. Diferentes relagdes entre 7 e du/dy sao ilustradas
na Fig. 1.3:

Figura 1.3: Relagoes tensao — taxa de deformacao

A compressibilidade é a propriedade que traduz a sensibilidade da densidade de um
fluido a variacoes na sua pressao termodinamica. Escoamentos onde as variagoes de p sao
despreziveis sao chamados Escoamentos Incompressiveis. Nos escoamentos onde dp/dp
é significativo, perturbagoes na pressao se propagam a velocidades comparaveis a do
escoamento, permitindo a formagao de ondas de choque, caracteristicas de escoamentos
supersonicos. Enquanto o médulo de elasticidade do ar é da ordem de 3.000 PSF, o médulo
de elasticidade da dgua é da ordem de 40.000.000 PSF (praticamente ”incompressivel”).

A compressibilidade e outras propriedades fisicas, tais como a Tensao Superficial, serao
discutidas em maiores detalhes em se¢oes subsequentes.

1.4 Revisao de Alguns Elementos da Matematica

A andlise tedrica da dinamica dos escoamentos envolve a aplicacao de varios elementos
da fisica matematica, alguns dos quais sao aqui recordados.

1.4.1 Vetores e Operacgoes Vetoriais

/T - Algl + A2€2 -+ Aggg, (14)



é um vetor onde €7, €, €3 formam uma triade de vetores unitarios ortogonais, e Ay, Ay, Az
sao escalares que representam a magnitude das componentes de A nas direcoes €7, €, €3
respectivamente.

Sendo A e B dois vetores,

AB = | A||Bcosb, (1.5)

é o produto escalar de A por é, onde 6 é o angulo entre Ae B.

€1 € €3

AB=C=[A; Ay, A; (1.6)
B By Bs
é o produto vetorial de A por é, onde ‘5’ = |A||B| sin#

Ax (B xC) éo produto vetorial triplo de A, B,C e Ax (B x C) = (A.C)B—(AB)C.
As operagoes de derivacao envolvendo vetores podem, geralmente, ser expressas através
de operacoes entre esses vetores e o operador vetorial diferencial V,

0 0 0
vV = = e _" 1.7
(99(:1 “ 8372 et 8;63 “s ( )
onde
= 1'151 + $252 + $3€3. (18)

é o vetor posicao. As operacoes envolvendo V de maior importancia sao:

oF +8E
893161 0xs

—

€ +

OF . (1.9)

VE =grad £ = €3,
81’3

onde E é um campo escalar,

> = 0A;  0Ay  0A;
V. A =divA = o + 05 + oz, (1.10)
e
B B €1 2 €3
VXxA=rotA=|0/0xy 0/0xy 0/0x3 (1.11)

Ay As As

Assim, grad E é um vetor, div A é um escalar e rot A é um vetor.
Uma outra operagao importante envolvendo V e dois campos vetoriais A e B é (ver
Kreyszig).

V(AB)=Ax (VxB)+(AV)B+ B x (VxA)+(B.V)A. (1.12)

Esta relacao é de especial importancia para a mecanica dos fluidos quando A=B=U
(U = vetor velocidade),

V(|@)?) = 2[(U.V)U + U x W], (1.13)



onde

W =rot U. (1.14)
Os significados fisicos associados a grad U , div U , Tot U , € a expressao (1.13) serao
discutidos mais adiante.
Uma outra maneira de se representar o vetor Z em (1.8) é escrevé-lo na forma

i=x6, i=1,23 (1.15)

Esta é a notagao indicial (ou de Einstein), que convenciona a indicagdo de somas
através da utilizacao de indices repetidos. Assim, pode-se representar grad E e div A nas
formas:

OF
dE="¢, 1.16
gra a:L_ie ( )
e
e A‘
div A = ax%' (1.17)

O produto escalar de um vetor unitario €, por & pode ser escrito na forma

Como os vetores €; sao ortogonais entre si,
€p€; =0 se k#i, , épg=1 se k=1 (1.19)
Uma notacao concisa para €y.€; é o Delta de Kronecker definido por:
1, k=i
Oki = : (1.20)
0, k#i
Assim,

—

A equagao (1.21) é entao uma forma condensada para se representar as trés relagoes
T = glf, To = ggf, T3 = 533? (122)

Nos casos onde se deseja suprimir a convengao da soma ao se escrever indices repetidos,
utiliza-se usualmente a notacao

a; = >\le, 1= 1,2,3, (123)

que representa as tres relagoes

a1 = /\1b1; a9 — /\2[)2 > as = /\3b3. (124)



1.4.2 Teoremas de Stokes, Gauss e Green

Varios teoremas envolvendo integrais de fungoes e o operador V sao empregados na analise
do escoamento de fluidos. Destes, trés sao de particular importancia. O primeiro deles,
o Teorema de Stokes, relaciona a integral ao longo de uma superficie S do rotacional de
um campo vetorial, com a integral de linha ao longo do perimetro C' que envolve S:

/S(v x A).ii ds = j{CA’.ch, (1.25)

onde m é normal a superficie S e t é tangente a curva C.
O teorema da divergéncia de Gauss relaciona a integral do divergente de um campo
vetorial ao longo de um volume V', com a integral de linha sobre a superficie S que envolve

V:

/ VA dv :/A’.ﬁ ds, (1.26)
\% S

O teorema de Green é apresentado na literatura sob diferentes formas. A sua “primeira
forma”é:

onde 77 é normal a superficie S.

[0y .
/V(¢v2¢+v¢.w) dv = /qu% ds = /ngﬁn.V@/)ds, (1.27)

onde ¢ e 1 sdo fungoes escalares, e J/0n representa a derivada na dire¢do normal a
superficie S. A sua “segunda forma”é:

_ op 00N . _ [~ _
/V (V) — V3¢ dv = /S ((b% — %> ds = /S (V) — YV ) ds (1.28)

Quando ¢ e 1 sao fungoes harmonicas,

op [ I
/Saﬁ% ds/swan ds (1.29)

O teorema de Green é de particular importancia na analise de escoamentos irrotacio-
nais, como serd visto posteriormente.

1.4.3 Tensores e Operagoes Envolvendo Tensores
Tiviy -t (1.30)

é um tensor de ordem n, representado em notacao indicial. Operagoes com tensores
sao geralmente escritas em notacao indicial pela simplicidade com que esta notagao as
representa, e também pela forma direta com que ela denota a ordem do tensor.

T;; ¢ um tensor de sequnda ordem, que compreende 7.7, componentes escalares. Simi-
larmente, 7T;;, ¢ um tensor de terceira ordem, compreendendo 7.j.k componentes escalares.



T;; pode ter a representacao compacta 7. T'= R + S ¢ o tensor formado pela soma
de Re S, e

Tij = Rij + 5i;. (1.31)

a = Ejsij, (132)
é o produto interno de dois tensores, onde a é um escalar.
ui = Tyjvj = v;Tij, (1.33)
é o produto vetorial entre T e ¥, ou seja,
u="T:7, (1.34)
é um vetor.
T‘ij = U;vy, (135)
é o produto tensorial de u por ¥, também representado por
T=u®v (1.36)
O tensor
1 1,7, k=1,2,3; 2,3,1; ou 3,1,2

€k =40 se quaisquer dos indices sao iguais (1.37)
—1 sei,j,k=3,2,1; 2,1,3; ou 1,3,2

¢é chamado tensor unitario alternado. Este tensor é utilizado na representacao indicial do
produto vetorial entre dois vetores; W = @ X ¢ pode ser representado por
W; = €UV (138)

O gradiente de um campo vetorial é um tensor, definido por

dv;
Vi=V®i= . (1.39)
al’j
O divergente de um tensor é um vetor, definido por
OT..
VT = 2. 1.40
3xj ( )

O gradiente de um tensor de ordem N é um tensor de ordem (N + 1), e o divergente
de um tensor de ordem N é um tensor de ordem N — 1. Vetores sao tensores de primeira
ordem e escalares sao tensores de ordem zero. Assim, nao € definido o divergente de um
escalar.



1.4.4 Forcas que Agem em um Fluido e o Tensor das Tensoes

Pode-se distinguir dois tipos de forcas que agem sobre uma regiao fluida arbitraria:

1. Forgas de corpo, que atuam a distancia através de um campo, tais como forcas
gravitacionais ou eletromagnética.

2. Forcas de superficie ou de contato, resultantes do contato fisico da superficie que
delimita a regiao fluida com a matéria ( sélida ou fluida) que o cerca.

Forcas de corpo sao representadas através de campos vetoriais, pois as diregoes e
intensidades das mesmas sao determinadas pelo préprio campo que as gera.

Forcas de contato, por outro lado, possuem componentes normais e tangenciais que
dependem da orientacao da superficie de referéncia. Assim, forcas de contato sao repre-
sentadas através de tensores. O tensor de tensoes representa o estado de tensoes local,
e relaciona a tensao atuante em uma superficie localmente plana, com o vetor unitario
normal a essa superficie.

Sendo T a forca de contato por unidade de area, area que atua através do elemento
de area dA, no tempo t, e na posicao )?,

T(i, Z,t)0A =0 : i 6A, (1.41)

representa a forca de contato total que atua em aff, onde 77 é o vetor unitario normal
a superficie. T é denominado tensdo local, e se convenciona que T é a tensdo exercida
pelo fluido existente no lado para o qual 7 é direcionada, sobre o fluido do lado oposto da
superficie. Assim, T é uma funcao fmpar de 7, ou seja,

—T(@,%,t) = T(—it,,1). (1.42)

O estado de tensoes local é representado pelo tensor de tensoes o cujas componen-
tes representam as componentes normais e tangenciais de 7' sobre os planos ortogonais
definidos pelo sistema de coordenadas ortogonal local:

0 = Oyj, (143)

onde 0;; = componente da tensao local na direcao ¢, sobre o plano normal a direcao j.

Os elementos diagonais de o, 0;;, i = j, representam as tensoes normais sobre as
superficies ortogonais definidas por é; (unitédrios do sistema de referéncia ortogonal local),
e os elementos o;;, para ¢ # j, representam as tensoes cisalhantes na diregao j sobre as
superficies definidas por €;.

A Figura 1.4 ilustra a representacao da tensao de contato T que atua sobre a superficie
S através das componentes do tensor de tensoes o e do unitario normal 77,

E sempre possivel encontrar-se uma orientacao para os eixos ortogonais de referéncia
para a qual os elementos o0;; para i # j sao todos nulos. As dire¢oes dos eixos z; para
esta orientagao sao chamadas dire¢des principais , e os elementos o;; da diagonal (i =
j) do tensor de tensoes sdo denominadas tensdes principais oly, 0hy, 043 Para O espago
tridimensional. A invariancia do trago dos tensores de segunda ordem é uma propriedade
bem conhecida, de maneira que
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Figura 1.4: Representacao da tensao de contato através do tensor de tensoes

011 + 0oy + 053 = 0. (1.44)

Escolhendo-se um sistema de coordenadas que coincide localmente com as direcoes
principais, e escrevendo o tensor de tensoes na forma

1/304; 0 0 oy — 1/30u 0 0
0 0 1/304 0 0 033 — 1/304

pode-se separar a tensao local em duas componentes: uma isotrdpica, devido ao primeiro
tensor acima, que representa um esfor¢o de compressao uniforme ( o sinal de o;; é normal-
mente negativo) sobre um elemento infinitesimal de fluido local, e uma anisotrdpica, onde
a soma algébrica das tensoes normais é zero, que representa um esforco de deformacao
sobre o elemento fluido.

Como um elemento de fluido nao pode suportar esforgos externos que tendem a de-
forma-lo, todas as componentes do segundo tensor mostrado acima devem ser iguais a zero
para que um fluido permanega em repouso. Isso significa que o}, = by = 043 = 1/30y;
para um fluido em repouso, ou seja, o tensor de tensoes € isotrdpico neste caso e ape-
nas esfor¢os normais agem sobre qualquer superficie escolhida. Fluidos em repouso estao
normalmente em estado de compressao, de maneira que é conveniente se escrever

0;j = —pd;; (para um fluido em repouso), (1.45)

onde p é denominada Pressao Hidrostdtica.



Capitulo 2

Cinematica dos Escoamentos

2.1 Sistemas de Referéncia para a Descricao dos Es-
coamentos

Os escoamentos de fluidos sao caracterizados cinematicamente por um Campo de Velo-
cidades. O Campo de Velocidades é um campo vetorial que associa a cada ponto do
escoamento um vetor velocidade. Os campos de velocidade podem ser descritos através
de dois sistemas de referéncia distintos:

1. no Sistema Lagrangeano de referéncia, as variaveis do escoamento sao representadas
como funcoes do tempo, e da especificacao de elementos materiais do escoamento. A
especificacao de elementos materiais do fluido se faz através da descricao da posicao
Z do centro de massa do elemento, em um determinado tempo de referéncia t.
Assim, 4 = 4(¥,t), onde ' = 7'(7, ty), £ = vetor posigao.

O sistema Lagrangeano de referéncia tem a vantagem de descrever a historia do
movimento de particulas individuais do escoamento, mas torna complicada a andlise
do mesmo, principalmente por nao fornecer diretamente os gradientes espaciais de
velocidade.

2. no Sistema Fuleriano de referéncia, a velocidade é expressa como uma funcao do
vetor posi¢ao Z ( que define pontos no espago ) e do tempo t, i.e., 4 = U(Z,t).

Neste sistema, descreve-se o escoamento através da distribuicao espacial do vetor
velocidade. Este sistema de referéncia leva a uma analise mais simples dos escoa-
mentos, sendo largamente utilizado na descricao dos mesmos.

Na andlise que se segue, @(Z,t) serd a principal variavel dependente, e as outras gran-
dezas tais como a pressao ou a temperatura serao também descritas como fungoes de ¥ e
t.

Em conexao com os métodos Lagrangeano e Euleriano de referéncia, surgem definicoes
para determinadas linhas que se estendem ao longo de escoamentos, e que possuem im-
portantes significados fisicos.

Linhas de Corrente (Streamlines)

11
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Sao linhas cujas tangentes sao instantaneamente paralelas a @(Z, t). A familia de linhas
de corrente de um escoamento compreende as solugoes de

de’l . d.l’g . dCL’g
- = - = . (2.1)
U,1<I,t) u2(£7t) Ug(flf,t)
onde uq, ug, ug sao as componentes de @ nas diregoes ortogonais x1, T, 3 respectivamente.
Um tubo de corrente é a superficie formada instantaneamente por todas as linhas de

correntes que passam por uma curva fechada qualquer C.

Trajetérias (Pathlines)

Sao as linhas que representam as trajetérias das particulas de um escoamento. En-
quanto as linhas de corrente podem ser calculadas diretamente a partir da descricao
Euleriana de um escoamento, as trajetorias s6 podem ser diretamente avaliadas através
da descri¢ao Lagrangeana do mesmo. E interessante observar que linhas de corrente e tra-
jetoria sao linhas distintas, que coincidem, entretanto, quando o escoamento é permanente
(ndo varia com o tempo).

Linhas de Emissao (Streaklines)

Sao linhas que contém as particulas do fluido que passam por um dado ponto do
escoamento. Essas linhas também coincidem com linhas de corrente e trajetérias em
escoamentos permanentes.

2.2 A Derivada Material

Sendo «(Z,t) uma fungao descrita através de um sistema de referéncia Euleriano (7 =
vetor posigao, invariante em t), a taxa de variacdo de av com o tempo t em cada posicao &
¢é chamada Deriwada Parcial de o com relagao a t. Esta taxa de variacao ¢é representada
por:

Ja(Z,t)

ot

Se a(Z,t) é uma propriedade de um escoamento, por exemplo, da /Ot representa a taza

com que « varia ao longo do tempo, quando o escoamento é observado de um ponto fizo
no espacgo (¥ = ).

Com relagdo a um segundo sistema de referéncia FEuleriano (Z), que se move com

(2.2)

uma velocidade U com relagdo ao primeiro, a taxa de variacdo de « na posicao I’ é,
evidentemente, diferente de Oa(Z,t)/0t. Assim, para se exprimir do(Z',t)/0t no sistema
de referéncia (¥,t) deve-se tomar o limite

_alZ+ USt+0(5t2),t + 6t] — (T + 1)
lim ,
5t—0 ot

(2.3)
em lugar de

lim a(Z,t + 0t) — a(Z,t)
5t—0 ot

. (2.4)
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O limite (2.3) é chamado derivada total de a com relagdo ao tempo, é representado
por da(Z,t)/dt, e pode ser avaliado através da soma

do,, ~ Oa,, . a(Z + Ubt,t + 6t) — a(Z, t + 6t)
@Bl = @0 = i 5 -
(@ t+0t) — al@t)
Jim, 5t + Jim, 0(3%), (2:5)

ou seja (aplicando-se a regra da cadeia para a diferenciacao),

do Oa dx; Oa
—(Z,t) = L. 2.
TR e T (2:6)
Como U = dx;/dt, entdo
da . Oa
(74 = - 2.
o (Z,t) = UVa + TR (2.7)
ou, em notagao indicial,
do Ja  Oo
U= 4= 2.
dt Uzaxi + ot (2.8)

Novamente, se a(Z,t) é uma propriedade de um escoamento, da/dt representa a taza
com que « varia ao longo do tempo, quando o escoamento é observado de um ponto que
se move com velocidade U. Observe que da/dt € uma fungdo de U.

Um caso particular da relagao (2.8) acontece quando se avalia da/dt para U= u(z,t),
onde @ é a velocidade local do escoamento. Neste caso da/dt é representado por Da/Dt,
recebendo o nome Derivada Material de .. A expressao para a derivada material de o é
entao

%(z(f, t) =uVa+ %—?. (2.9)

Observe que (2.9) é a taxa de variacdo de o com relac¢do a ¢, quando o escoamento
é representado através de um sistema Lagrangeano de referéncia, pois 4 = dz’/dt, onde
' é o vetor de posi¢ao que acompanha as particulas de fluido. Assim, (2.9) descreve a
variacao de o com t, vista por um observador que se move com o fluido. A Figura 2.1
ilustra o significado das trés simbologias utilizadas para representar as diferentes taxas de
variacao de a.

Em (2.9), 0 /0t é a taxa de variacao local de a. Para se determinar a taxa de variagao
de a para um elemento material de fluido é preciso somar a da/0t, a taxa de variagdo
convectiva de o, uVa.

Derivadas materiais de grandezas vetoriais tem expressoes similares a (2.9). A ace-
leracao @ de uma particula de fluido, por exemplo, é dada por:

a(7,1) = %(f, B = (@ .V)i+ %, (2.10)

ou, em notagao indicial,
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Figura 2.1: Ilustragao do significado de 0/0t, d/dt e D/Dt

— =+
Uma outra aplicagao do conceito de derivada material surge quando se quer exprimir
a condic¢ao de que a grandeza « é constante ao longo de uma superficie cuja geometria é

descrita por uma equagao do tipo F(Z,t) = 0. Neste caso, DF/Dt = 0, nos pontos onde
F(Z,t) =0.

a; = (2.11)

2.3 Deformacao e Rotacao Locais de um escoamento

Os esforgos exercidos entre porgoes adjacentes de um fluido dependem da deformagao local
imposta pelo escoamento. Assim, preliminarmente ao estudo da dinamica dos escoamen-
tos, uma analise cinematica do movimento relativo local se faz necessaria. Considerando
() um campo de velocidade que descreve um escoamento, a velocidade nas vizinhangas
do ponto Z, (¥ 4 %), é @ + 0u, onde

J

O tensor du;/0x; pode ser decomposto em duas componentes, uma simétrica e uma
anti-simétrica, i.e,

+0(dz?). (2.12)

@ui
— 5., - 2.1
0 eij + &ij (2.13)

i = 5(61'3 + a_l'l) ’ 5” N 2 <8$] 8%)’ (214>

onde
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que possuem significados fisicos importantes.

O significado fisico de e;; torna-se evidente ao se analisar a deformagao local de um
elemento de um fluido:

Sendo 6§l a distancia entre dois pontos materiais do fluido,

Assim,
D(61)* D(6x;)
——— = 20x;———= = 20x; du; 2.1
Dt 0x; Dt ox; duy, (2.16)
ou ainda,
D(o1)* ou; du;  Ou;

pois a soma parcial dos termos de dx; dz; Ou;/Oz; que envolvem a componente anti-
simétrica §;; ¢ nula.

Portanto, a deformacao de um elemento fluido depende apenas de e;;, uma vez que
a variagao da distancia entre dois pontos quaisquer do elemento é independente de §;;,
sendo funcao apenas de e;;.

A natureza da contribuicao de dz; e;; para du; torna-se ainda mais clara ao se repre-
sentar o tensor e;; no sistema de coordenadas que coincide com os eixos principais de e;;.
As componentes efj desta nova representagao sao:

. 0(0zy) 0(dxy)
€ij = mmekh (2.18)

J

que sao nulas para i # j (tensores simétricos tém sempre trés diregoes principais distintas),
e satisfazem a relacao invariante

8ui
Entao, sendo aj,az e a3 as componentes da diagonal de e€j;, a contribuigao de dz;
e;; para a velocidade relativa tem trés componentes (a;0x}, a20x5, azdxs) com relacdo aos
eixos principais de e;;. Assim, a distancia entre dois pontos quaisquer ao longo da diregao
de dz7 varia a taxa a1, e estes pontos permanecem sobre esta diregao. Similarmente, a
distancia entre pontos ao longo de dz% varia a taxa ao, e ao longo de dz3, a taxa az. Linhas
materiais nao paralelas aos eixos principais sao “esticadas” e mudam de direcao, mas
compativelmente com o “esticamento puro” para as linhas paralelas aos eixos principais.

Portanto, dz;e;; representa a contribuicao a velocidade relativa du; em virtude da
deformacao local do fluido.

O tensor e;; ¢, portanto, denominado tensor taza de deformacao, e a relagao funcional
entre ele e o tensor das tensoes (Sec¢ao 1.5) é de fundamental importancia no estabeleci-
mento das equagoes que governam os escoamentos de fluidos.

E interessante observar que o campo de velocidades relativas

€ — €

(2.19)
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8ui
891:]- ’
transforma um elemento de fluido, inicialmente esférico, em um elipséide cujos diametros
principais estao orientados segundo as diregoes principais de e;; e que mantém essas ori-
entagoes, cujas taxas de variacao sao ai,as e as, respectivamente.

Como Ou;/0x; = 0 para um fluido incompressivel (como veremos mais adiante) o
elipséide tem volume constante e e;;=0. Assim, para um fluido compressivel, a deformacao
pura pode ser vista como a superposicao de uma expansao isotrépica na qual a taxa de
deformagao de qualquer linha material é 1/3 e;;, e um cisalhamento puro (sem varia¢ao
de volume) onde a deformagao é descrita por (ex — 1/3€;0k).

Quanto ao significado fisico de &7, pode-se fazer a seguinte andlise. Por ser um tensor
anti-simétrico, §;; pode ser representado na forma

sul” = §z; (2.20)

1
&ij = —5€ijk ., (2.21)
onde
ou;  Ouy
hy = e[ 24— U 2.29
k €]k<8xi al’]) ( )

A contribuicao de &;; para a velocidade relativa du;, dz;&;;, pode ser representada na
forma

1
(Su? = (5ij gij = _§€ijk5xj hy. (223>

Mas, —1/2¢;;,6xjh; é a i-ésima componente do vetor 1/25 X 0F. Assim, 0u® é a
velocidade relativa (a Z) na posicao 0& devida a uma rota¢do de corpo rigido em torno
do ponto Z, com velocidade angular 1/ 2h.

De (2.22) tem-se a forma explicita para as componentes de fz,
8ZEQ 81‘3 (91‘3 8901 8x1 8ZL‘2

Examinando-se (2.24) conclui-se que

h=V xi. (2.25)

O vetor h é o rotacional do campo de velocidades. Ele é denominado vorticidade, e seu
modulo equivale ao dobro da velocidade angular local do escoamento.

Portanto, o campo de velocidades nas vizinhancas do ponto ¥ pode ser visto como a
superposicao de trés efeitos (com erros da ordem de §7?):

e uma transla¢do uniforme com velocidade u(x);

e uma deformacgao simples, caracterizada pelo tensor taxa de deformacao, e;;, que
pode ser decomposta em uma dilatacao isotréopica e uma deformagao pura;
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e uma rotagao de corpo rigido com velocidade angular 1/2h.

Assim, o vetor velocidade na posicao & + 7 pode ser representado aproximadamente
(erros de ordem 0(dx?)) por:

ov

i

+ 1/2€ijkhjrk; (226)

ond(? U = 1/2r;rke;x, € €;; € h; sdo avaliados em Z.
E interessante observar que rje;; pode ser escrito como dW/0r; por ser e;; um tensor
simétrico. Em forma vetorial (2.26) fica

(7 +7) = @(Z) + V,U(T) + 1/2h(Z) x 7 (2.27)

onde h = V., x 1, e V, envolve derivadas em 7. Desta maneira, o campo de velocidades
relativas em torno de T pode ser decomposto em uma soma de dois campos: um irrota-
cional (rotacional nulo), V, U, pois V, x (V,¥) = 0, e um solenoidal (divergéncia nula),
1/2h(Z) x 7, pois V,(h(Z) X 7) = (V, x h(Z))7 = 0.

Na verdade, a decomposicao de um campo vetorial continuo, cuja magnitude dos
vetores e de suas primeiras derivadas tendem a zero no infinito, na soma de um campo
irrotacional e um campo solenoidal, é um teorema fundamental da fisica matematica,
apresentado por Stokes em 1849. De acordo com esse teorema, um campo de velocidades
nu satisfazendo as condicoes acima pode ser escrito como

(%) = a(z) + a¥(2), (2.28)
onde
Vxi?=0 , V.a®=0. (2.29)
Campos @ e @®) satisfazendo a (2.30) podem ser representados como:
i =ve |, @ =VxA4, (2.30)

onde ¢ é um campo escalar, denominado Potencial de Velocidade, e Aéum campo vetorial
(solenoidal) denominado, geralmente, “Potencial Vetorial”. Como @ = @” + @(*) ,entdo

Vii = V?¢ = A (taxa de expansio local) (2.31)

Vxi=Vx(VxA) =-V2A=h (2.32)

Desta forma, as distribuicoes da taxa de expansao local, V, e da vorticidade E, contém
bastante informacgao a respeito de .

A decomposigao (2.28) pode ser extendida a campos de velocidade quaisquer, quando
i é decomposto na forma

(%) = a(7) + () + 9(7), (2.33)
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onde () satisfaz as condigdes ndo-homogeéneas no infinito. Pode ser demonstrado que
v(x) é irrotacional e solenoidal, i.e.,

V=0, , Vxi=0 (2.34)

(ver Batchelor, Se¢ao 2.4). Assim, as distribui¢oes de A e h, e as condig¢oes de contorno
para u estao relacionadas biunivocamente ao campo 1, sendo entao suficientes para se
especificar um escoamento.



Capitulo 3

Os Principios de Conservacao e as
Equacoes do Movimento

3.1 Introducao

As equacoes do movimento para os meios continuos sao deduzidas a partir dos principios
de conservacao aplicados a “volumes materiais”, i.e., volumes de controle definidos em sis-
temas Lagrangeanos de referéncia. Tais volumes envolvem “porcoes” definidas de matéria,
comportando-se como corpos deformaveis.

Os principios de conservacao, quando aplicados aos volumes materiais, geram equagoes
onde aparecem derivadas Lagrangeanas de quantidades integrais. Contudo, as equacoes
do movimento para meios continuos sao preferencialmente descritas através de sistemas
Eulerianos de referéncia, principalmente pela simplicidade e maior aplicabilidade a pro-
blemas de engenharia.

Assim, aplica-se os principios de conservac¢ao a um volume matéria V' (¢) (um ”corpo”)
para se obter as equacoes do movimento em derivadas Lagrangeanas, e entao se utiliza
o “Teorema de Transporte de Reynolds” para se reescreve-las sob a forma de equacgoes
integrais cujos integrandos envolvem apenas derivadas FKulerianas.

3.2 O Teorema do Transporte de Reynolds

Considerando-se o uma propriedade extensiva especifica (por unidade de volume) do
continuo, especificada através de um sistema Lagrangeano de referéncia, define-se a taxa
de variagao da integral de a sobre o volume material V (t), definido pela superficie S(t)
(um “corpo deformdavel que se move”), através do limite:

d 1
— a(t)dv = lim —/ a(t + ot)dv — / a(t)dv (3.1)
dt Jy @ 6t=0 0t Jy (1451) V()

E interessante observar que como V(t) é um volume material, entao a superficie S(t +
dt) é formada pelos mesmos “pontos materiais” que formam a supericie S(t). Assim,
sendo S(t) definida pelos “pontos” cujos vetores posi¢ao sdo (4 (t), entao S(t + 0t),
quando 0t — 0, é definida pelos vetores posi¢ao

19
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Tolt + 6t) = Fo(t) + ot W) dft) 0(5t)?, (3.2)
(aproximagao linear), onde
dis 0% .
- ot + (u.V)Zs, (3.3)
ie.,
Tg(t + 0t) = Zs(t) (61)%. (3.4)

Por esse motivo se identifica a derivada total da equagao (3.1) através da simbologia
D/Dt (derivada material) em lugar de d/dt. A expressao (3.1) pode ser reescrita na
forma:

D 1
—/ a(t)dv = lim —/ at + ot) dv+
Dt Jy @) 950 O Sy (am)-v ()

/V(t) }tiglo at + 52 —a(t) . (3.5)
(através de puro algebrismo), ou seja,
D o1

i V(t)oz(t) dv = ‘sltlg})ﬁ/(tqtﬁ) o a(t +dt) dv + /V(t — dv (3.6)

O limite em (3.6) pode ser avaliado através de consideragoes geométricas: a Figura 3.1
mostra o volume de controle V() nos instantes ¢ e t + dt. A integral de volume avaliada
em V(t + 0t) — V(t) (representado pela drea hachurada) pode ser calculada através de
uma integral de superficie em S(t), pois

va+&y44)_&@%l+m&% (3.7)
w = u.m) ds
el GRS 3:5)
Assim,
wmww—ww:/ (i.7)t ds. (3.9)
S(t)
Como
/ mzvu+m—vwz/‘wm&@, (3.10)
(t+3t) =V () S(t)

entao



21

av i\ o
95 = (u(t).ni(t))ot; (3.11)
e
/ alt +5t) dv = / alt + 80)[@.Aot ds. (3.12)
V(t4356) -V (t) s(t)
Substituindo (3.12) em (3.6), tem-se:
1
lim — / alt +6t) dv = / a(t)ii i ds, (3.13)
5t=0 0t V(t+6t)—V (t) S(t)

e (3.6) pode ser avaliada através de uma soma de duas integrais avaliadas sobre regides
fixas (o dominio V' e seu contorno S no instante t), i.e.,

D
— a dv = /aﬁ.ﬁ ds +/ 8—adv. (3.14)

O Teorema da Divergéncia de Gauss pode ser aplicado a integral de superficie de (3.14),
convertendo-a em uma integral de volume. Assim, (3.14) pode ser escrita na forma:

D / / Oa .
— adV = — + V.(au)| dv, 3.15
D 15+ 9 -(ai) (315)

” V@51, Stesr)

V), 56

Figura 3.1: Representacao do volume V' nos instantes ¢ e t + 6t.

ou, em rotacao tensorial,

D

a dv = /V[a—a + a‘(aui)]dv. (3.16)

As expressoes (3.14), (3.15) e (3.16) sao formas alternativas do Teorema de Transporte
de Reynolds.
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3.3 Principio da Conservacao da Massa

Considerando a massa como uma propriedade conservada pela matéria (nao é criada nem
destruida), i.e., uma propriedade conservada por um volume material V' (¢) (definido por
S(t)), a expressdo matemédtica para essa conservacao pode ser estabelecida através da
massa especifica p, através da seguinte expressao:

D

— p dv=0. (3.17)

Esta expressao pode ser convertida através do Teorema de Transporte de Reynolds a
uma expressao envolvendo somente integrais e derivadas Eulerianas:

/ 9 dv + / pu.ii ds = 0. (3.18)
v ot s

A expressao acima indica que o fluxo de massa através da superficie S, agora definida
espacialmente (invariante com o tempo), é igual a taxa de variagdo da massa existente
dentro do volume V', agora também definido espacialmente (invariante com o tempo).

A expressao (3.18) pode ser escrita como uma unica integral de volume, ao se aplicar
o Teorema da Divergéncia. Assim,

/V[% + %(pul-)]dv =0 (3.19)

Como o volume V' em (3.19) é arbitrario, entdo a equagao diferencial que exprime a
conservacao da massa ¢ dada por:

dp 0

— 4+ —(pu;) =0, 3.20

i (pus) (3.20)
ou seja,

dp

— (pu) = 21

5 T V-(pt) =0, (3.21)
ou ainda,

Dp .

— divi = 0. 22

Dt+p i =0 (3.22)

As equagoes diferenciais (3.20), (3.21) e (3.21) expressam o principio da conservagao
da massa, sendo formas alternativas da Equacdo da Continuidade.

3.4 O Principio da Conservacao da Quantidade de
Movimento Linear

Movimento Linear

A quantidade de movimento linear (ou momento linear) de um volume material V()
(definido por S(t)), pode ser avaliada pela integral:
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/ pti dv (= mov. linear corpo, V(t)). (3.23)
V(t)

Sendo P a resultante das forcas de superficie por unidade de area, e f a resultante das
forgas de corpo por unidade de massa que atuam sobre o “corpo” V(t), pode-se escrever
a segunda Lei de Newton para o volume material V() na seguinte forma:

d —
—/ pu dv = / P ds —I—/ pf dv. (3.24)
Dt Jy @) S() V(1)

Aplicando-se o Teorema do Transporte de Reynolds a (3.24) (3 equagoes escalares),
esta equacao vetorial pode ser escrita na forma:

/V%W) dv+/5<pa)(ﬁ*) ds:/sﬁ ds—i—/vpfdv, (3.25)

ou, em notacao indicial,

0
/ E(puj) dv + /(puj)uknk ds = / P; ds+/ pfj dv. (3.26)
v s S 1%

Representando-se a forca de superficie por unidade de area, P, que atua no elemento
de 4rea ds, em fungao das nove componentes do Tensor de Tensoes, o;;, pode-se escrever
(3.26) na forma:

0
/ a(puj) dv + /(pUj)Uknk ds = / oijn; ds +/ pfj dv. (3.27)
v S s v

Aplicando-se o Teorema da Divergéncia a expressao acima, tem-se:

0 0 00
Zlous) - — (. dv= [ =2 d dV. 3.28
[ o)+ gtonul o= [ G ave [ o (3.25)
Como V ¢ arbitrario, entao:
0 0 00;j
5 Pi) + a_xk(pujuk) = 8xij + 0/, (3:29)
ou seja,
(9u] op 0 Ou;  0Ooyj
= . 3.30
P g T g ) PG = Ty, TR (3:30)
Observando-se que, através da equacao da continuidade,
(9p 0
Uiy + u]a (pug) = 0. (3.31)

Entao a equagao diferencial para a conservagao da quantidade de movimento linear é
dada por:

Ou, ou;  O0oy;
P +puk72 = +pfj, (3.32)
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ou seja,
ou e . »
par t p(uV)d = div o + pf, (3.33)
ou ainda,
Di -
quz = div o + pf. (3.34)

3.5 O Principio da Conservacao da Quantidade de
Movimento Angular

A quantidade de movimento angular de um volume material V' (¢), definida pela superficie
fechada S(t), com rela¢do a um ponto genérico do espago, Ty, pode ser avaliada através
da integral fV(t) 7 x (pt0) dV (= momento angular do “corpo” V() em relacao ao ponto

—

Zy), onde

F=7— T (3.35)

Sendo P a resultante das forcas de superficie por unidade de area, e f a resultante das
forcas de corpo por unidade de massa, pode-se representar o principio da conservacao do
momento angular para o volume material V' (¢) na seguinte forma:

D

7 (pid) dv:/

Fxﬁds+/ 7x pf dr. (3.36)
S(t)

V(t)
Aplicando-se o Teorema do Transporte de Reynolds a (3.36) (3 equagbes escalares),
tem-se:

/%[m (pa)]dv+/[fx ()i ds:/Fxﬁds+/Fprdv, (3.37)
1% S S 1%

que em notacao indicial, tem a forma:

0
/ a(pEijkTin) dv + /(peijk'riuj)uml ds = / eijkrin ds —|—/ peijkrifj dv. (338)
\% S S \%

Aplicando-se o Teorema da Divergéncia a (3.38), e representando as forcas de superficie
por unidade de drea através do Tensor das Tensoes (ver 1.43), tem-se:

0 0 0
= (peijprivg) + 5—(peiprivju)|dv = ijk 7 (Ti0¢j ikl fildv. 3.39
/V[at@e JrTius) + o, (peijiriujug))dv /V[e ”kaa:, (rioej + pegrri fildv ( )
Como o volume v é arbitrario, e como
0 0

ez'jka—xl(foﬁujul) = eijpTin—(pujw) + eijrpusui, (3.40)

8xl
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(observe que Or;/0x; = 0 para i # [ e = 1 para i = [), entao

0 0
€ijka—$l(m“iujuz) = €ijk7"ia—xl(PUjul)a (3-41)
pois
CijkPUU; = peijruju; = p(d X @) = 0. (3.42)
Entao (3.39) pode ser reduzida a:
0 0 0oy
eijm'a(/mj) + ez'jsz‘a_xl(pule) = €ijk7’ia—xll] + eijk0i; + eijeTip fi- (3.43)

Tomando-se agora o ponto arbitrario de referéncia para os torques dentro do volume
V, isto é, &y € V, e analisando (3.43) quando V' — 0(7 — 0), conclui-se que e;;,0;; = 0,
ou seja, o ¢ simétrico. i.e., 0;; = 0yj.

3.6 O Principio da Conservacao da Energia

O principio da conservacao da energia pode ser expresso matematicamente através da
primeira Lei da Termodinamica. A primeira Lei da Termodinamica estabelece que a
variacao da energia "total”de um sistema durante um processo ¢ igual a soma do trabalho
total realizado sobre o mesmo e o calor total a ele transferido.

Considerando o volume material V' (¢) de um fluido um sistema termodinamico que
se transforma assumindo estados termodinamicos ‘nao muito distantes dos estados de
equilibrio”; e cuja “energia total”é a soma de suas energias cinética ( fv(t) 1/2pti.ad dv)
e interna ( fv(t) pedv), o principio da conservacao da energia pode ser entdo “aproxi-
mado” (supbe-se processos quase-estaticos) pela relacao:

D . .
—/ (pe + 1/2pu.4) dv = / u.Pds + / u.pfdv— / q.nds. (3.44)
Dt Jy S(t) 70 S(t)

onde ¢ é o fluxo de calor por unidade de area da superficie, e e a energia interna especifica
(propriedade termodinamica para sistemas em equilibrio), |, S() u.P ds, é o trabalho reali-

zado pelas forcas de superficie e fv( " u.p f dv é o trabalho realizado pelas forcas de corpo,
ambas por unidade de tempo.

Torna-se interessante observar que a energia interna (por unidade de massa) e é uma
grandeza definida na Termodinamica Cléassica, e se aplica, em principio, somente a siste-
mas em equilﬁrio termodinamico. No entanto, os processos termodinamicos pelos quais
passam elementos materiais de fluido em escoamentos genéricos nao sao processos quasi-
estaticos, envolvendo estados de inequilibrio. Assim, a prépria definicao das grandezas
termodinamicas que se aplicam aos escoamentos de fluidos deve ser analisada cuidadosa-
mente.

A massa especifica p pode ser claramente definida, mesmo para sistemas em estado de
inequilibrio termodinamico, uma vez que a massa e o volume de um sistema sao grandezas
mensuraveis mesmo nestes casos.
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A energia interna, definida através da primeira lei da termodinamica para processos
quasi-estaticos, ¢ um conceito que pode ser extendido a estados de inequilibrio termo-
dinamico, ao se definir e, nestes casos, como sendo a energia interna do ”sistema” (elemento
material de fluido) apés o mesmo ser ”isolado”do fluido que o cerca, e atingir o equilibrio
termodinamico sem realizar trabalho ou transferir calor através de sua superficie.

Assim, pelo menos duas propiedades termodinamicas, p e e, podem ser associadas a
processos irreversiveis, e (3.44) é uma relacao satisfeita pelos escoamentos de fluidos. A
extensao da definicao de outras propriedades termodinamicas, tais como a temperatura,
para estados de inequilibrio serao discutidas posteriormente.

Aplicando-se o Teorema do Transporte de Reynolds a (3.44) tem-se:

0
/E(pe+1/2puj.uj) dv+/(pe+1/2ujuj)uml ds:/uij ds+/ u;pf; ds—/anjdv.
v S s v s (3.45)

Através do Teorema da Divergéncia, (3.45) toma a forma (onde P; é representado
através de 0;;):

9, 9, 0 ofi
/V 57 (Pe + 1/2pujug) + 8—%[(06 + 1/2puju;)upldv = /V[a_xi(ujgz‘j) +upf; — 7;]65@
(3.46)
Como o volume V ¢ arbitrario, entao,
) B ) g
5 Pe T 1/2puzu5) + a—xk[(Pe +1/2puju;)uy] = a—xinUz‘j) +uipf; — 8_3;] (3.47)

Considerando a equagao da continuidade, o membro esquerdo de (3.47) pode ser escrito
como:

Oe Ode Ou, ou,

0 0
a(peﬂ/?pujujﬂa—%[(pe+1/2pujug')uk} TR ey +puguka—k (3.48)

Assim (3.47) pode ser representado na forma

Oe ou; ou; oLy Ou, 0q;
a +pu] at]pujuk8$i = Uy a ] t+o Z]a +u] f] al,j‘ (349)

p&t + pug

Considerando ainda a equacao da conservacao da quantidade de movimento linear, a
expressao acima se reduz a:

Oe de Ou; g
Yot T o~ "9 ax, O, (3:50)
ou seja,
+piiNe=0.(VaU)—-V.q (3.51)

pa
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ou ainda,

De

"Dt

As expressoes (3.50), (3.51) e (3.52) s@o formas alternativas da equacao diferencial que
exprime o principio da conservacao da energia.

=o(V ®u) — divg (3.52)

3.7 Equacoes e Variaveis Obtidas Através dos
Principios de Conservacao

As equacoes obtidas através da aplicacao dos principios de conservagao da massa, quanti-
dade de movimento (linear e angular) e energia perfazem um sistema de oito (8) equagoes
escalares: 1 para a conservagao da massa, 3 para a conservagao da quantidade de movi-
mento linear (1 para cada componente), 3 para a conservacao da quantidade de movimento
angular (1 para cada componente) e 1 para a conservagao da energia. Entretanto, essas
equacoes apresentam 17 variaveis: ¢, e, o, ¢ e U.

Para se obter um sistema completo, devem ser estabelecidas mais n equacoes que
introduzam m variaveis adicionais, de maneira que n —m = 9. Tais equacoes adicionais
sao obtidas através das Fquacgoes Constitutivas, que estabelecem relagoes de dependéncia
entre o tensor de tensoes ¢ e o fluxo de calor ¢, e as outras variaveis do sistema.

O tensor de tensoes o é escrito como uma fungao do campo de velocidades (através
do tensor taxa de deformacgao), introduzido mais seis equagbes ao sistema. A pressao
hidrostatica p é introduzida como uma fun¢ao do trago de o (ver 1.45), introduzindo mais
uma equacao e uma variavel. O fluxo de calor ¢ é relacionado ao campo de temperaturas
T, introduzindo mais trés equacoes e uma variavel ao sistema. Uma Equacao de Estado
envolvendo p, p e T é utilizada (mais uma equagao), completando o sistema de 19 equacoes
e 19 variaveis (e, p, p, T, U, e o).

As Relagoes Constitutivas envolvendo o e ¢ envolvem parametros que sao propriedades
do fluido (a viscosidade p, e a condutividade térmica k). Para a solugdo do sistema de
equacoes descritos acima, p e k devem ser fungoes conhecidas das variaveis do sistema.

3.8 As Equacoes Constitutivas

3.8.1 As relacoes para o tensor das tensoes

A expressao (1.45) mostra que, em um fluido em repouso, nao atuam esforgos cisalhantes,
e que a tensao normal é independente da direcao da superficie sobre a qual ela atua. Por
esse motivo, pode-se representar o campo de tensoes para um fluido em repouso através de
um campo escalar denominado pressao fluido-estdtica (ou hidrostética) como em (1.45).

Para um fluido movimento, entretanto, nao se pode pressupor a isotropia do tensor de
tensoes. A prépria nocao de uma pressdo atuando isotropicamente sobre um elemento de
fluido ¢ perdida neste caso. Entretanto, pode-se caracterizar o esfor¢co de ”compressao” ou
”expansao”sobre um elemento de fluido através do escalar 1/30;; (ver Capitulo 1). o;; é 0
traco do tensor das tensoes (invariante sob a rotacao dos eixos de referéncia), e a constante
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1/3 é utilizada pois 1/30;; representa a média das componentes normais da tensao local,
ie.,
1 . 1 1
EO'Z']' TLZ'TL]' dQ(n) = gaijéij = gO’ii, (353)

onde 02(77) é um elemento de angulo sélido cuja diregao é determinada por 7.

Assim, o escalar 1/30y;, que se reduz a pressao estdtica (hidrostética) definida em
(1.45), tem um significado fisico apropriado a generalizacao do conceito de pressao estatica
a fluidos em movimento, onde

3

E interessante observar que p, definido em (3.54), é uma grandeza mecanica, que nao
tem, necessariamente, conexao direta com a pressao termodinamica definida na Termo-
dinamica Classica para sistemas em equilibrio termodinamico. Elementos de fluido em
movimento relativo ndo estao em equilibrio termodinamico. Assume-se, entretanto, a
equivaléncia entre p e a pressao termodinamica como uma aproximacao satisfatéria para
um fluido em movimento por razoes que serao discutidas em 3.8.3.

Desta forma, o tensor das tensoes pode ser decomposto na soma de uma componente
isotropica e uma nao-isotréprica

Uij = —p(SU —+ dij7 (355)

onde d;; ¢ denominado Tensor das Tensoes Desviatorias, que existe unicamente em de-
corréncia do movimento do fluido.

O tensor das tensoes desviatorias pode ser relacionado ao tensor taxa de deformacao,
uma vez que este ultimo tensor é o parametro do escoamento de maior relevancia para
as tensoes desviatorias, uma vez que, localmente, as tensoes podem ser tomadas como
fungoes unicas dos gradientes de velocidades em um meio continuo (ver Secao 1.3).

A relacao entre d;; e Ou;/0z; depende das caracteristicas de cada fluido. Para uma
grande variedade de fluidos pode-se admitir que d;; ¢ uma funcao linear das vérias com-
ponentes do gradiente de velocidades. Isso pode ser expresso na seguinte forma:

Guk
ijkl al’l )
onde o tensor de quarta ordem A;;; depende do estado local do fluido, mas é independente
da distribuicao local de velocidades, e ¢, necessariamente, simétrico em i e j pois d;; é
simétrico.

Decompondo-se duy/0x; em suas partes simétrica e anti-simétrica, tem-se:

dij = A (3.56)

1
dij = Aijrier — §Aijkl€k:lmhm- (3.57)

Para fluidos cuja estrutura molecular é estatisticamente isotrépica, o tensor das tensoes
desviatdrias deve ser isotrépico para um dado gradiente de velocidades. Desta forma, A,z
deve ser um tensor isotrépico, podendo ser escrito na forma:
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Ajjig = 103051+ 100058 + 1" 0450k, (3.58)

onde p, i’ e " sdo coeficientes escalares, e, como A;;x; ¢ simétrico em i e j,

u = . (3.59)

Assim,

Aijit = 21051051 + 1104501, (3.60)

e, consequentemente, o tensor A;ji; ¢ simétrico também em £ e [.
A simetria de A;ji; em k e [ implica em

Aijri€kimhm = 0, (3.61)
e (3.57) se reduz a

dij = Aijrier, (3.62)
uma vez que €gp,h,, € um tensor anti-simétrico.
Aplicando-se (3.60) a (3.62) tem-se:
dij = Queij + UA(SZ‘j, (363)

onde, A = ey, é a taxa de expansao local definida em (2.31).
Como o trago de d;; ¢ nulo, entao

para qualquer valor de A, implicando em

243" =0. (3.65)

Assim, a expressao para d;; pode ser reduzida a

dij = 21(eij — 1/3A0y;). (3.66)

Torna-se interessante observar que o termo entre parénteses em (3.66) é a parte ndo-
1sotropica do tensor taxa de deformacao, discutido na secao 2.3.

Aplicando-se (3.66) ao escoamento simplesmente cisalhado onde Ou;/dzy é a tnica
derivada nao nula da velocidade, tem-se que todas as componentes de d;; sao nulas, com
excecao de

3u1
M@xQ ’
Comparando (3.67) com (1.2), tendo-se em vista (3.56), conclui-se que a constante
introduzida em (3.58) ¢é a wviscosidade, introduzida na Secao (1.3).
Observe-se que, para o caso de fluidos nao-newtonianos, o tensor de coeficientes A,
em (3.56) nao é constante com relagdo a dug/0z;. No caso de substancias com estrutura

d12 = d21 == (367)
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molecular estatisticamente anisotrépicas (d6leos, por exemplo), A;jk, além de ser uma
funcao da taxa de cisalhamento, é também um tensor anisotrépico. Assim, nestes casos,
a viscosidade local ndo pode ser caracterizada por um escalar (u), necessitando de um
tensor para a definicao precisa da “viscosidade’ local”.

Portanto, para fluidos newtonianos,

onde

eij = 5 (axj + al’l>’ A= €ii- (369)

A equagao do momento (equagao 3.30) para fluidos newtonianos (equagao 3.68) toma
entao a forma

Du; dp 0
= pfi — —— + ——{2u(es; — 1/3A6;;, }. 3.70
P Dt pf o + 8%{ pi(€s / ir t ( )
denominada Equacao de Navier-Stokes. C. L. M. H. Navier (1785-1836) e G. S. Stokes
(1819-1903) determinaram independentemente a expressao (3.70).
Para escoamentos onde i pode ser admitida como constante ao longo do mesmo, (3.70)
pode ser reduzida a

Du; Op 0%u; OA
P Dy _pfi_a_%+ﬂ<8xj8xj+1/38xi)' (3.71)

Caso, adicionalmente, a compressibilidade do escoamento seja desprezivel, (3.71) pode
ser ainda reduzida a forma

Du; dp 0%,
=pf, — — , 3.72
ou, em notacao vetorial,
Du -
p% = pf — Vp + uV2a. (3.73)

A equagao (3.73) é de particular importancia em Mecéanica dos Fluidos, uma vez que
é extensa a classe de escoamentos que satisfaz esta equacao. Por vezes, na literatura, se
denomina “Equagao de Navier-Stokes”a equagao (3.73).

3.8.2 As relagoes para o fluxo de calor

O fluxo de calor instantaneo ¢'em um ponto Z do continuo pode ser representado através
da Lei de Fourier como (para fluidos termicamente isotrdpicos):

§=—kVT, (3.74)
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onde k é o Coeficiente de Condutibilidade Térmica e T = T(Z,t) é o campo de tempera-
turas. Observe que K é uma propriedade fisica do fluido.

O conceito “Temperatura”é definido pela Termodinamica Cléssica para sistemas ter-
modinamicos em equilibrio, mas pode ser estendido aos escoamentos de fluidos através de
argumentacgao similar aquela utilizada para a energia interna e. Um elemento infinitesimal
de fluido é um sistema termodinamico irreversivel, ao qual é associado, a cada instante,
uma temperatura igual aquela do meio no qual o elemento pode ser instantaneamente
inserido e deixado atingir o estado de equilibrio, sem que realize trabalho ou troque calor
com o meio.

Aplicando-se (3.74) a equacao da conservagao da energia (3.52) tem-se:

D
pﬁj = 0.(V ® i) + V.(kVT), (3.75)
onde T' ¢é definido segundo o pardgrafo acima.
A equagao (3.75) descreve a variacao da energia interna do fluido, sendo interessante

observar que (3.75) pode ser representada na forma indicial

De ou; 0 oT

que, para fluidos newtonianos, se reduz a

D o . oT
P = PO 2ulege — 1/38) + 89:1-(%833@')’

(3.77)

ou ainda,

De 0 ar
mostrando separadamente as contribuicoes a variagao da energia interna, providas pelo
trabalho realizado pela parte isotrépica do tensor das tensoes (—pd;;)(1/3A6;;), pela sua
parte desviatéria, d;;(e;; —1/34A;5) (quando d;; = 2u(e;; —1/3A6;5)), e pelo fluxo de calor,
%(k%). Observe que a contribuigao devida a parte desviatéria do tensor de tensoes é
sempre positiva, indicando uma inevitavel transferéncia de energia do escoamento para a
energia interna do fluido.
Assim, o termo
2
o = —'u(eijeij — 1/3A2), (379)

p
representa a dissipacdo de energia mecanica, por unidade de massa do fluido, devido a
viscosidade. O efeito dessa dissipacao de energia mecanica é uma adigao irreversivel de
calor ao fluido.
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3.8.3 A equacao de estado para p,pe T

As propriedades termodinamicas p e T, definidas para estados de equilibrio, foram es-
tendidas para os estados de inequilibrio termodinamico ao se definir estas propriedades,
nestes casos, como aquelas de sistemas em equilibrio que nao trocariam calor ou trabalho
com o elemento infinitesimal de fluido instantaneamente em inequilibrio.

Os mesmos argumentos utilizados para a extensao do conceito de “Pressao Ter-
modinamica” a sistemas em estado de inequilibrio podem ser também aqui aplicados.
Denotando-se esta pressao termodinamica por p. , pode-se observar que, sendo p a
“pressao mecanica”, definida como sendo 1/30;, p = p. para um fluido em repouso,
pois, neste caso, o fluido esta em equilibrio termodinamico. Entretanto, nos escoamentos
de fluidos, p # pe.

O valor aproximado de p — p. para um elemento infinitesimal de fluido escoando pode
ser determinado através de argumentos similares aos utilizados na determinagao do tensor
de tansoes desviatérias. Assumindo-se que p—p, dependa unicamente dos gradientes locais
de velocidade,

8ui
A
8l'j
Para um fluido estatisticamente isotrépico, B;; é também isotrépico, podendo ser
representado na forma

D — Pe = B = BU€Z] — 1/2Blj62jk’hk (380)

onde K é um coeficiente escalar (com dimensoes de viscosidade), que depende apenas do
estado local do fluido. Assim,

p—p. = —KA, (3.82)

sendo independente de €;;;hy.

O coeficiente K é suficientemente pequeno, para uma grande variedade de fluidos,
para que p seja admitido como sendo idéntico a p., de maneira que a pressao mecanica
e a pressao termodinamica sao usualmente admitidas como idénticas sendo denotadas
simplesmente por p.

Admitindo-se entao a igualdade entre p, p. (em 3.82), pode-se relacionar ¢.p e T através
de uma equacgao de estado, uma vez que o "meio fluido”utilizado para se estender as
definicoes dessas propriedades a sistemas em inequilibrio, se encontram em equilibrio
termodinamico.

Para um gés ideal a equacao de estado é

g = RT, (3.83)

onde R é a constante do gas. Entretanto, para gases a baixas temperaturas e para liquidos,
a equagao (3.83) nao é satisfeita. As relagoes entre p,peT nesses casos nao podem ser
representadas através de expressoes simples como (3.83).
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Como a maioria dos liquidos escoam incompressivelmente na maioria dos escoamentos
de aplicacao pratica, as variagoes da energia interna do fluido, nestes casos, sao deter-
minadas apenas pela dissipacao viscosa e pela transmissao de calor no meio fluido. A
consequéncia deste fato é que os campos de temperatura e densidade (constante, neste
caso) nao estao mais relacionados, e o escoamento do fluido passa a ser um problema
puramente mecanico, acoplado ao campo de temperaturas unicamente pela relagao entre
e T. Nos varios casos onde 1 é constante, a equagao da energia nao é mais uma equagao
independente no que diz respeito as varidveis mecanicas do escoamento (¢ e p), e nao
sendo portanto necessaria para a solucao dos campos de velocidade e pressao.

Uma vez que se conhecga a equagao de estado envolvendo p, p e T' pode-se determinar
relacoes envolvendo e, p e T ou e, p e T nas formas:

e=c¢e(p,T) (3.84)

e=-e(p,T). (3.85)

Tais relagoes permitem a representacao da equacao da energia através de relagoes nas
quais a variavel principal é T', em lugar de e. Considerando (3.84),

De  (0e\ DT de\ Dp
Dt (8T>p Di <6p>TDt’ (3.86)
Oe
(8_T> =C, (3.87)
p

Oe Oe 0s Oe
(%)f(%)p(a—p)ﬁ(a—pl 559

onde C, é o calor especifico a p constante, e S é a entropia especifica (propriedade ter-
modinamica), pois (3.84) pode ser representada como

onde

e=e(s(p,T),p). (3.89)

A relagao (3.88) pode ser representada na forma

de\ T ([ 0p P
(07>T‘ ! <8T> .2, 350
p

de\ p pe\
(&), -5 (5) - o
S p

pois, das equacoes de estado,
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e, das relagoes de Maxwell,

0s op
),

Assim, combinando-se (3.86), (3.88), (3.90) e a equacao da continuidade, tem-se:

De DT p T 0p
p
ou seja,
De DT (9p 8uk

A expressao (3.94) pode ser agora substituida na equacao da energia, fornecendo uma
expressao envolvendo apenas as variaveis p, p, T, u e d:

DT op du; O AT
2 (R A4, 2N .
PGy = TGl +dug ot 5 kg ) (3.95)
ou
DT dp
PO = ~T(S),A +d.(V 0 ) + V.(bVT), (3.96)

onde C, e (Op/9T), sao funcoes do estado termodinamico do fluido.

No caso de escoamentos incompressiveis, p e T' sdo varidveis independentes, e dp/IT =
0.

Alternativamente a expressao (3.96). pode-se utilizar o calor especifico a p constante,
C, = (0h/0T),, onde h = entalpia especifica = e + p/p, na representacao da Equagao da
Energia, obtendo-se:

pl;t 6T—+d(V® ) + V.(kVT), (3.97)
onde
-1 0p
8= (aT) (3.98)

é denominado Coeficiente de Fxpansao Termzca.
Para fluidos newtonianos vale a relacao (3.66) e as expressoes (3.95) e (3.96) tomam
as formas:

DT op 9 0 or
pCy— = T((?T) A+ 2u(eje;; — 1/3A%) + P (k&cz)’ (3.99)
P

DT D T
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A expressao (3.100) é talvez a forma mais utilizada na solu¢ao de problemas aplicados,
mas diversas outras formas para a representacao da equacao da energia podem ser obtidas.
Bird, Stewart e Lightfoot apresentam uma extensa relacao de formas para esta equagao.

3.9 Equacoes do Movimento e as Equacoes de Con-
torno

O conjunto das equacoes diferenciais estabelecidas neste capitulo constitui um conjunto
de “leis” que governam os escoamentos dos fluidos. Apesar de se desconhecer precisamente
em que condigoes o tensor desviatorio pode ser descrito como uma funcao linear da taxa
de deformacao, ou em que condicoes a desigualdade entre as pressdes mecanica e ter-
modinamica pode ser realmente desprezada, este conjunto de equacoes tem se mostrado
razoavelmente confidvel, e a descricao de diversos escoamentos através de suas solugoes
tem sido largamente verificada.

Torna-se conveniente, neste caso, se reapresentar essas equagoes, para o caso de fluidos
newtonianos:

D Q%

e T p(axj) =0, (continuidade) (3.101)
Du; dp 0
Por = pfi — A + 8xi{2u(eij —1/3A0;;)}, (momento) (3.102)
DT Dp o ([ OT
— =T — P k i 1
f(p,p,T) =0, (equacao de estado) (3.104)

onde f(p, p, T) representa a equacao de estado do fluido. Em (3.101-3.104), ® é a taxa de
dissipagao de energia mecanica através de mecanismos viscosos, definida em (3.79), C,, é
o calor especifico a pressao constante, 3 é o coeficiente de expansao térmica, definido em
(3.98), k é o coeficiente de condutibilidade térmica, e p a viscosidade do fluido. C,, 3, k
e p sao funcoes do estado termodinamico do fluido.

Assim, os escoamentos teodricos de fluidos podem ser representados genericamente
através de uma regiao fluida, D, que é a regiao do espago ocupada pelo fluido, cujo escoa-
mento satisfaz as equagoes (3.101-3.104), definidas pelo contorno I'; onde as solugdes que
descrevem o escoamento satisfazem relagoes denominadas condi¢oes de contorno (figura
3.3).

O conjunto de equagoes diferenciais (3.101-3.104) tem diversas familias de fungoes
como solugoes, e a funcao que descreve um determinado escoamento é a solucao do Pro-
blema de Valor de Contorno formado pelas equagoes (3.101-3.104) e as Condigoes de
Contorno Caracteristicas do Escoamento.

As condigoes de contorno de um problema envolvem, geralmente, a determinacao da
geometria do contorno, isto é, a localizagdo do contorno no espago (que pode ser uma
fungao do tempo), e as condigoes que devem ser satisfeitas pelas varidveis do problema
(campos de velocidade e pressao, por exemplo) sobre esses contornos.
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A geometria dos contornos de regioes fluidas pode ser, na maioria dos casos, determi-
nada matematicamente através de uma fungao f, onde f = 0 (ou uma constante qualquer)
é uma curva de nivel f que coincide geometricamente com o contorno I'. Expressa-se a
definicao do contorno I' pela curva de nivel f = 0 através da representacao:

[':f=0; f=f(Z71). (3.105)

As vaniaes Putiel o 4 SATIsFrzEM HS
Eduvigors (.20 Em D , E Suas D,‘smfﬁa/}o?:

C—nf\ sha Contococs OE (}a/nowf\/o_

N
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Figura 3.2: Representagao Genérica do Problema de de Contorno Associado a um Escoa-
mento Tedrico. As varidveis p,p, T e U satisfazem as equagoes (3.101-3.104) em D, e suas
distribuicoes em I' = I'y 4+ I's sao Condicoes de Contorno.

A regiao D nao é necessariamente simplesmente conexa, e parte do contorno I' pode
eventualmente se distanciar infinitamente de uma dada sub-regiao de D. No escoamento
ao redor de uma esfera, por exemplo, a regiao fluida pode se extender indefinidamente
para longe da esfera, onde o contorno infinitamente distante da mesma é representado pelo
lim ™ — oo onde 7 é o vetor posicao no espaco. A Figura 3.3 ilustra essa representacao.
Aqui, a superficie da esfera, I'., pode ser representada como:

Le: f=0, f=[Z|-re=0 (3.106)
onde r. é o raio da esfera.
.’ ) _F*: toNTORNO PR ESFENRA
D /f‘ 11:.@: REG(oESs DE P [NFITAMENTE
OISTANTES PR ESFERA ([o/l/rﬂﬁﬁ/g
No rnNFiAl /'ro)
/"
L
0

Figura 3.3: Representacao de Contornos no Infinito.

Com relacao a Figura 3.3, as distribuigoes de i, p, p e T" nos contornos I'. e 'y, sao
as Condigoes de Contorno para o escoamento tedrico ao redor de uma esfera. As fungoes
que descrevem i, p,p e T satisfazem as equagoes (3.101-3.104) em D e as condigoes de
contornoem I' =1", 4+ I'.

Assim, na solucao de escoamentos tedricos, o estabelecimento das Condicoes de Con-
torno a serem satisfeitas pelas funcoes que descrevem as variaveis dependentes em D é
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de fundamental importancia, uma vez que sao elas que determinam qual solugao, den-
tre as varias familias de solugoes possiveis para (3.101-3.104), descreve um determinado
escoamento.

Nao existem, na Matematica, teoremas demonstrando a existéncia e a unicidade de
solugdes para problemas de valor de contorno, a nao ser para casos muito especiais (esco-
amentos simultaneamente incompressiveis, irrotacionais e nao viscosos, por exemplo). Na
verdade, existem varias classes de escoamentos tedricos onde as condi¢oes de contorno ad-
mitem uma multiplicidade de solugbes ( a convecg@o natural em uma regiao bidimensional
retangular, por exemplo), onde a determinagao da solugao que representa o escoamento é
atacada através da andlise da estabilidade dessas multiplas solugoes.

Assim, a prescricao de condigoes de contorno para a solucao de problemas de va-
lor de contorno que pretendem descrever aproximadamente um escoamento real é uma
questao delicada, uma vez que nao existe uma teoria matematica desenvolvida a respeito
do assunto ( a nao ser em casos particulares).

Entretanto, existem classes de condi¢oes de contorno de larga aplicacao em problemas
de engenharia, onde a argumentacao fisica permite o estabelecimento dessas relagoes.

3.9.1 A Condicao de Nao-Escorregamento

Na interface entre dois fluidos, ou entre um fluido e uma superficie rigida, pode-se admitir
a relagao

—

Uy = U]w na interface (3.107)

onde 1|, é a velocidade de um dos fluidos e ], a velocidade do outro fluido ou da superficie
material (com v restrito a superficie, neste caso).

Essa condigao traduz o nao-escorregamento entre as superficies em contato, por agao
da viscosidade.

3.9.2 A Condicao de Impermeabilidade

Nos casos dos escoamentos tedricos onde os efeitos da viscosidade sao desprezados, a
condigao de nao-escorregamento nao é mais satisfeita, e em lugar de (3.107) utiliza-se a
condicao de impermeabilidade, i.e.,

u, = v, na interface, (3.108)

onde u,, é a componente normal da velocidade com relagao a superficie de contato, para
um dos fluidos, e v,, a componente normal de ¥ do outro fluido, ou da superficie material
de contato (com V também restrito & superficie, neste caso).

A representacao matematica da condicao de impermeabilidade em um contorno I,
definido pela curva de nivel f(Z,t) = 0, tem uma forma particular, como é demonstrada
a seguir:

f(Z,t) é uma fungao definida em todo o dominio D, e sua taxa de variacao com o
tempo para um dado elemento material infinitesimal de fluido (f sendo avaliado em seu
centro geométrico, por exemplo) é dada por D f/Dt; a derivada material de f. Entretanto,
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a condi¢ao de nao-percolacao implica na permanéncia desses elementos infinitesimais de
fluido sobre a superficie I', definida por f = 0, pois esta condi¢ao requer que a componente
normal da velocidade relativa entre o fluido e a superficie seja nula. Assim, o valor de
f para pontos do fluido que se encontram sobre o contorno I' (f = 0, por exemplo) é
constante ao longo do tempo, de maneira que

Df
B =
Esta condicao traduz matematicamente a condigao (3.108).
A condigao (3.109) tem a seguinte interpretacao fisica: o gradiente de fem f = 0 é um
vetor normal ao contorno I' de maneira que Vf/V f é um unitério normal a I'. Assim,
— | ;=0(Vf/|Vf]) é a componente normal de /i sobre I'. Por outro lado, a componente

normal da velocidade com que o contorno I' se move é (9f/0t)/|V f|. Assim, u, = v, em
I' implica em (0f/0t)/|V f| = —t|;=o(V f/|V f]), ou ainda, Df /Dt =0

0, em f=0 (I:f(#t)=0) (3.109)

3.9.3 As Condicoes de Contorno para o Campo de Temperatu-
ras

No caso da temperatura, geralmente se utiliza

Ty = Ty, (3.110)

onde T'|,, é a temperatura do fluido junto & superficie w, e T, é a temperatura da superficie,
ou se prescreve um fluxo de calor através da superficie, i.e.,

kVT |y = ko VT = —G, (3.111)

onde kVT], é o fluxo de calor que adentra a regiao fluida através da superficie w, e ¢, é
o fluxo de calor que deixa esta superficie (k,, é o coeficiente de contutibilidade térmica do
material da superficie e VT, o gradiente da temperatura do material junto a superficie.

A determinacao das condigbes de contorno a serem utilizadas no estabelecimento do
Problema de Valor de Contorno que “pretende”fornecer uma solucao tedrica que descreva
a esséncia de um escoamento real é um problema delicado, para o qual inexistem regras
pré-estabelecidas, a nao ser em casos particulares. De maneira geral, é a sensibilidade a
“fisica do problema”que indica as condigoes de contorno a serem utilizadas.

Problemas de Valor de Contorno (PVC) “bem postos”tem solugao tinica. PVCs “mal
postos”podem admitir varias solugoes, ou mesmo a inexisténcia de solugoes.

3.9.4 Um Exemplo do Estabelecimento das Condicoes de Con-
torno

Seja uma regiao fluida bidimensional que se estende infinitamente ao longo das diregoes
normais ao campo gravitacional g, limitada verticalmente pelas superficies 1 e 2, conforme
mostra a figura 3.4.

Admitindo-se que se possa manter a superficie superior a temperatura 77 e a inferior
a temperatura T,, uma solugdo que satisfaz as equagoes (3.101-3.104), onde f existe
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Figura 3.4: Nomenclatura e Defini¢ao para o Problema de Convecgao Natural de Bérnard.

unicamente devido ao campo g, e que satisfaz as condigoes T'(y = d) =Ty e T(y =0) =Ty
,éasoluggoonde u=0e T =Ty — (To —T7)y/d.

Entretanto, quando Ty > T} esta solugao é instavel (mas ainda existe) e o problema
admite uma outra solugao. O aumento de p com y causa a existéncia de forcas de empuxo
(ou flutuagao) no fluido, causando um movimento circulatério alternado, cuja configuracao
é representada também na Figura 3.4 (as células de recirculagao de Bernard). Assim, o
PVC formado pelas equagdes (3.101-3.104), cujo dominio D é bidimensiional, com 0 <
y<de—oo <z <o0,ecom as condigoes de contorno T'(y =d) =Ty e T(y = 0) = Ty
admite multiplas solugoes.

E interessante observar que apesar das duas solucoes mencionadas acima satisfazerem
o PVC em referéncia, o fluxo de calor através das superficies 1 e 2 sao diferentes para essas
duas solucoes. No primeiro caso ¢ é constante ao longo de Z, mas no caso da configuracao
de Bernard, ¢ é uma funcao periédica de . Assim, a primeira solucao poderia ser igual-
mente obtida ao se modificar as condigoes de contorno para a temperatura, exigindo-se
um fluxo de calor ¢ nas superficies 1 e 2 em lugar de se prescrever T} e T5, mas a segunda
solucao mencionada nao mais satisfaria o PVC modificado.

Evidentemente, os problemas fisicos descritos pelas solugoes dos PVCs envolvendo a
prescricao de T ou ¢ no contorno sao diferentes e, em principio, envolvem campos para o
e T diferentes. Entretanto, o exemplo demonstra tanto a existéncia de solugoes miltiplas
mesmo para problemas aparentemente ”bem postos”, quanto a sensitividade das solugoes
as condigoes de contorno.

Maiores discussoes a respeito das condicoes de contorno apropriadas a cada classe de
problemas serao discutidas mais adiante.

3.9.5 Um Exemplo do Estabelecimento de um Problema de Va-
lor de Contorno

Considere o escoamento de um fluido ao redor de um corpo cilindrico, como mostra a
Figura 3.5.

Considerando ainda que, neste escoamento, a distribuicao de velocidade é virtualmente
uniforme longe do cilindro, e que a regiao fluida é praticamente ilimitada, @(¥,t) — U
quando ¥ — 00, onde U ¢ o vetor velocidade do escoamento ” longe“ do cilindro e ¥ é o
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Figura 3.5: Escoamento de um fluido ao redor de um cilindro.

vetor posicao.

Assim, a regiao fluida D, para o escoamento teérico que ”pretende” descrever o esco-
amento real em questao, se extende desde as paredes do cilindro até o ”infinito”. Em
toda a regiao D, as distribuigdes de p, p, @ e T satisfazem as equagdes diferenciais (3.101-
3.104), caso o fluido em questao se comporte aproximadamente como um fluido newto-
niano. Junto as paredes do cilindro, pode-se assumir a condi¢ao de nao escorregamento,
escrevendo-se

T parede = 0. (3.112)

ao se tomar o sistema de referéncia solidario ao corpo.

Suponha-se ainda que o fluido escoa incompressivelmente (um liquido, por exemplo),
de maneira que a densidade é constante, e os campos de pressao e temperatura estao
desacoplados. Nesse caso, @ é independente do campo de temperaturas, e a equacao da
energia esta desacoplada das equagoes do momento e da continuidade. A determinacgao do
escoamento passa a ser um problema puramente mecanico, cuja solucao satisfaz o PVC

div @ =0, (3.113)
Dil
Dt

onde f = 0 por estarem sendo desprezados os efeitos das forgas de corpo (supoe-se nao
existirem campos gravitacionais ou magnéticos), e

= —Vp + uV?a, (3.114)

—

@(z,y) — U, (3.115)

P, t) — P, (3.116)

quando |Z| — oo, @ = 0, nas paredes do cilindro onde P é a pressao quando |Z| — oo
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A solucao que satisfaz as equagoes (3.113) a (3.116) descreve em principio o escoa-
mento tedrico em questao. Nao se pode garantir, entretanto, que exista uma solucao
satisfazendo (3.113) a (3.116) simultaneamente, e nem mesmo se pode afirmar que, caso
exista uma solucao, que ela seja tunica. Por outro lado, ao se observar o escoamento real,
verifica-se que eziste o escoamento onde @ — U quando |Z| — oo, e, portanto, se
as equagoes (3.101-3.104) e a condigao de nao-escorregamento exprimem “razoavelmente
bem”o comportamento do fluido, uma solucao para o PVC, mesmo que nao seja tnica,
deve existir.

A solucao para o campo de temperaturas do escoamento depende dos campos de
velocidades 4 , e das temperaturas do fluido para |Z] — oo, e das paredes do cilindro.
Uma vez obtida a distribuigao de @ que satisfaz (3.113) a (3.116), T" pode ser determinado
através do PVC que tem a equagao da energia como equagao do dominio (% conhecido) e
as condigoes de contorno para a temperatura em ¥ — co e nas paredes do cilindro.

Solugoes para (3.113-3.114), sujeitas as condigoes de contorno (3.115-3.116) ndo podem
ser descritas analiticamente devido a sua complexidade. No entanto, o escoamento ao
redor de segoes do cilindro da Figura 3.5 que se encontram ”suficientemente” distantes
das extremidades dos mesmos, i.e., no caso de cilindros longos (d/l << 1), virtualmente
bidimensional, e o PVC formado por (3.113) a (3.116) pode ser reduzido ao problema
bidimensional (ver Figura 3.6)

E

Figura 3.6: Escoamento bidimensional ao redor de um cilindro.

Vi =0, (3.117)
Dii .
- _ A1
P Vp + uV=i, (3.118)
para
d
7> 5 (3.119)
i(#,t) — U; p(Z,t) — P, para |7] — oo (3.120)
L o d
w(Z,t) =0, em [X|= 3 (3.121)

onde V = (0/0x1,0/0%2), T = (21, z2).
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As solugdes para (3.117-3.121) dependem dos parametros U, p, u e d, uma vez que a
equacao do momento estabelece uma relagao entre @ e Vp, e nao entre 4 e p diretamente.
Assim, diferentes valores atribuidos a P nao determinam diferentes campos , e os campos
p diferem entre si através de uma constante apenas. Sendo « e p as solugoes do PVC (3.88)
onde P = Py, a solugao de (3.117-3.121) onde P =P, é @ e p+ (P, — ).

Assim, U , P, |4 € d sao parametros caracteristicos do escoamento, podendo ser utilizados
para se adimensionalizar o PVC (3.117-3.121) através da Velocidade de Referéncia U], da
Pressao de Referéncia p|U 2, do Comprimento de Referéncia d, e do Tempo de Referéncia
d/|U|. O PVC (3.117-3.121) toma ento a forma

Vi =0, (3.122)
Du K 2~
— = —-Vp+ =—V7, 3.123
Dt Ulpd (3123
para
. 1
7] > 5; (3.124)
-/ = I — P ~
u(Z,t) — 1; p(Z,t) — W, para |X| — oo (3.125)
p
) . 1
u(Z,t) =0, em |X| = 3 (3.126)

onde todas as variaveis sao agora variaveis adimensionais.
Assim, o processo de adimensionalizacao mostra que, essencialmente as solugoes para
o problema (3.117-3.121) dependem somente do parametro

v
Re = —. 3.127

= Ul (3.127)

denominado nimero de Reynolds (em (3.127), U = |U|), pois os escoamentos com a

mesma rela¢ao p/Upd sdo dinamicamente semelhantes.

Analises aprofundadas desse escoamento tedrico demonstram a existéncia de multiplas
solugoes para (3.122-3.126). Solugoes independentes do tempo existem para qualquer valor
de Re. Entretanto essas solugoes sao instdveis para Re > 40, aproximadamente, e somente
solucoes que dependem do tempo sao estaveis para Re > 40.

Esses resultados sao confirmados através de experimentos nos quais tem sido verificada
a existéncia de escoamentos em Regime Permanente (independente do tempo) somente
para Re < 40, aproximadamente. Dentro da faixa 40 < Re < 2500, aproximadamente,
o escoamento tem carater peridodico , onde a emissao de wortices alternados tem sido
observada (ver Fig. 3.7). Para Re > 2500 o escoamento é geralmente turbulento na
esteira do cilindro. Os mecanismos fisicos que determinam esses diferentes padroes de
escoamento serao abordados mais adiante.
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Figura 3.7: Padroes do Escoamento ao Redor de um cilindro circular longo para diferentes
faixas de Re.
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Capitulo 4

Os Parametros que Governam os
Escoamentos de Fluidos

4.1 Introducao

Qualquer Problema de Valor de Contorno, cuja solucao descreva um escoamento teorico,
pode ser adimensionalizado, similarmente ao exemplo da secao (3.9.5).

Os escoamentos de fluidos envolvem sempre uma velocidade caracteristica |, U , de
magnitude U = |[j |, que determina a magnitude global do campo de velocidades. Pode-se
sempre definir também uma Temperatura Caracteristica, T, que determina a magnitude
global do campo de temperaturas, no caso de escoamentos que envolvem a transferéncia
de calor. Estas grandezas caracteristicas sao geralmente determinadas pelas condigoes de
contorno do problema em questao.

Outras grandezas caracteristicas independem muitas vezes das condig¢oes de contorno,
por serem propriedades fisicas dos fluido. Uma densidade caracteristica p,, uma viscosi-
dade caracteristica p,, uma condutibilidade térmica Ky, sao exemplos dessas grandezas,
que podem ser definidas independentemente das condigoes de contorno. No PVC (3.88),
por exemplo, p e i sao constantes, sendo, os seus valores, caracteristicos da solucao cor-
respondente.

Se um PVC tem solucao tnica, cada conjunto de valores para as suas grandezas ca-
racteristicas determinam uma tnica solucao que descreve um escoamento tedrico. Entre-
tanto, Grupos Adimensionais podem ser formados com essas grandezas caracteristicas, de
tal maneira que escoamentos para os quais tais Grupos Adimensionais tem o mesmo valor
sao Dinamicamente Semelhantes.

O escoamento abordado na segao (3.9.5), por exemplo, é caracterizado unicamente
pelo Nimero de Reynolds, e escoamentos envolvendo diferentes valores para U, p, u e d
sao dinamicamente semelhantes quando a razao Upd/u para os mesmos for idéntica.

As diferentes classes de problemas em Mecanica dos Fluidos tem diferentes grupos
adimensionais caracteristicas, e o numero de grupos adimensionais envolvidos em cada
caso estd relacionado ao nimero de diferentes mecanismos fisicos envolvidos nesses esco-
amentos.

44
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4.2 O Significado Fisico do Numero de Reynolds

O escoamento em torno do cilindro, abordado em (3.9.5), envolve, essencialmente, dois
mecanismos fisicos independentes que governam todo o escoamento: o primeiro deles é
a inércia, caracterizada pela quantidade de movimento possuida pelo fluido. O segundo
mecanismo fisico que influencia no movimento é a viscosidade. Assim, o que determina
o movimento do fluido de uma maneira global é a razao entre a magnitude global das
Forgas Inerciais, proporcionais ao produto Up, e a magnitude global das Forcas Viscosas
, proporcionais a pu/d (Up é o coeficiente dos termos de inércia e pressao em (3.89) quando
pu/d é o coeficiente do termo viscoso). Assim, o Nimero de Reynolds é o parametro
determinante do escoamento da segao (3.9.5) porque ele é uma medida da importancia
relativa entre a magnitude global dos esforcos de natureza viscosa que atuam no fluido.
Como U e d sao caracteristicas das condi¢oes de contorno do problema, e p e u sao
caracteristicas do fluido, define-se a Viscosidade Cinemdtica, v, como sendo

v = E, (4.1)

p
onde p é a viscosidade Dinamica, e o Numero de Reynolds pode ser entao representado
alternativamente como

Re = @ (4.2)

v

4.3 Numero de Froude

No caso de existir um campo gravitacional § no escoamento tedrico representado na Fi-
gura 3.6, forcas gravitacionais serao também exercidas sobre o fluido, e o escoamento sera
determinado pela magnitude global relativa das forcas inerciais, viscosas, e gravitacio-
nais. Agora, sao necessarios dois grupos adimensionais para se determinar o escoamento;
sendo um deles o Numero de Reynolds, o outro pode representar tanto a razao entre as
magnitudes globais das forcas inerciais e das forcas gravitacionais, como a razao entre as
magnitudes globais das forcas viscosas e as forgas gravitacionais.

Adimensionalizando-se a equagao do momento em (3.88), modificada de maneira a se
introduzir os efeitos do campo gravitacional g, i.e.,

Du

p—

Dt

obtém-se a expressao contendo variaveis adimensionais

= pg — Vp + V2, (4.3)

Du -
pUFZL = pd/Ugk — pUVp + pdV?i. (4.4)

Assim, o outro grupo adimensional caracteristico do problema é (quando um deles é
Re)

(4.5)
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onde F'r = Numero de Froude.

Na verdade, os Numeros de Reynolds e de Froude nao sao definidos exclusivamente
para escoamentos ao redor de cilindros, e, para escoamentos quaisquer onde L é um
comprimento caracteristico e U é uma velocidade caracteristica,

L
Re = U—, (4.6)
1%
€
-2 (4.7)

Por relacionar forcas inerciais e forcas gravitacionais, o Numero de Froude é utilizado
para se caracterizar escoamentos envolvendo uma superficie livre, onde os efeitos viscosos
podem ser desprezados (as ondas em um oceano, por exemplo). Neste caso, Re — 00, e
Fr é o inico grupo adimensional caracteristico do escoamento.

4.4 O Numero de Mach

Considerando-se um escoamento compressivel, no qual os efeitos da viscosidade possam
ser desprezados, a equacao do momento toma a forma

Du
Pﬁ =
Sendo a viscosidade desprezivel, a conversao irreversivel de energia mecanica em ener-
gia interna é portanto desprezivel, e se o fluido possui baixa condutibilidade térmica, o es-

coamento é aproximadamente isoentrépico de maneira que a equagao de estado p = p(p, T')
pode ser aproximada por

—Vp. (4.8)

p=p(p)ls (4.9)
Assim,
dp
Vp=|+—|V
e (4.8) se reduz a
— = 4.1
P = —C VP (4.10)

onde ¢* = (g—ﬁ)s é uma Propriedade do Fluido.

Adimensionalizando (4.10) com relagao a velocidade de referéncia U, o comprimento
de referéncia L, e a densidade de referéncia p,, (4.10) toma a forma
Du ¢

——Vp, (4.11)

Dt U?
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onde as varidveis em (4.11) sd@o adimensionais, e o grupo adimensional caracteristico da
equacao ¢é
2
c U
m, ou M = ;, (412)
onde M = Numero de Mach
Deve-se observar que ¢ = /(9p/dp)s tem a dimensao de velocidade, e seu significado
fisico é bastante importante: Considere um tubo longo preenchido por um gés, conforme
mostra a Figura 4.1, onde o gas, inicialmente em repouso, é perturbado pelo deslocamento
infinitesimal impulsivo do pistao que bloqueia uma de suas extremidades.

K
T
$$
=

) ID

-
—t

FRENMTE pw Onrpr

Figura 4.1: Frente de Onda em um Tubo Preenchido com um Fluido Compressivel.

Esse movimento gera uma variagao infinitesimal no estado termodinamico do gés, que
se propaga ao longo do tubo com velocidade ¢, quando o gas entre o pistao e a frente da
onda de pressao se move com velocidade dV'. Para o escoamento adiabatico, a equagao
da energia toma a forma (regime permanente)

dh — cdU ~ 0, (4.13)

e, da equacao da continuidade,

cdp — pdU ~ 0. (4.14)

Como T'ds = dh — %, e 0 processo é isoentrépico, entao (4.13) pode ser representada
na forma
dp

i cdU =0, (4.15)

dp 9
(3_p) 8 = c”. (4.16)

Assim, a propriedade do fluido, ¢?, em (4.10) é o quadrado da velocidade com que
uma onda infinitesimal de pressao se propaga no meio do fluido (a velocidade do som), e
o Numero de Mach representa a razao entre a velocidade de referéncia do escoamento e a
velocidade do som no meio fluido.

e, considerando (4.14), tem-se
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Escoamentos onde M ~ 1 sao chamados Transonicos e os escoamentos onde M > 1
sao chamados Supersonicos.

Os escoamentos transonicos constituem uma classe de problemas em mecanica dos
fluidos onde as solucoes das equacoes do movimento podem apresentar descontinuidades
nos campos de velocidade, pressao, densidade e temperatura. Tais discontinuidades sao
denominadas Ondas de Choque, das quais a frente de onda da Figura 4.1 é um exemplo.

4.5 QOutros Grupos Adimensionais

Os numeros de Reynolds, Froude e Mach sao os parametros caracteristicos dos escoa-
mentos que envolvem inércia, viscosidade, compressibilidade e um campo gravitacional.
Entretanto, outras classes de escoamentos envolvem diferentes mecanismos fisicos, para
os quais a importancia relativa entre esses mecanismos fisicos é quantificada através de
outros grupos adimensionais.

Nos escoamentos em rotagao, a importancia relativa da For¢a de Coriolis é medida
através dos nimeros de Rossby, R, e de Ekman, E, definidos como

U
1%

onde (2 é a velocidade angular global do escoamento indicando as razoes entre as forcas
inerciais e de Coriolis, e entre as forcas viscosas e de Coriolis, respectivamente.

Nos escoamentos que envolvem a transmissao de calor a similaridade dinamica depende
nao s6 dos campos de velocidade e pressao, como nos casos das segoes (4.2), (4.3) e (4.4),
mas também do campo de temperaturas. Assim, tanto a equagao do momento quanto a
equacao da energia devem ser adimensionalisadas e analisadas para a determinacao dos
grupos adimensionais caracteristicos do escoamento.

Escoamentos com conveccao de calor forcada sao escoamentos onde as forcas de flu-
tuagao provocadas pelos gradientes de velocidade sao despreziveis quando comparadas
com as forcas inerciais e as forgas viscosas, de modo que esses escoamentos sao caracteri-
zados por Re e pela razao

Pe=— (4.19)

onde Pe = Numero de Péclet, que representa a razao entre a taxa de convec¢do de calor
e a taxa de difusio de calor ( K = k/pC, = difusividade térmica do fluido). Assim,
nos escoamentos com convecgao forgada (onde as varidveis mecénicas sdo virtualmente
independentes do campo de temperaturas), a similaridade para o campo de velocidades
¢é governada por Re, e a similaridade para o campo de temperaturas é governada por Re
e Pe. Como Re = UL/v, a similaridade desses escoamentos pode ser alternativamente
determinada pelos parametros Re e Pr (= Namero de Prandtl), onde

Pe v
Pr=_"—="_. 4.20
" Re K ( )
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O numero de Prandtl é uma propriedade do fluido, sendo independente do escoamento
em si.

Nos escoamentos onde ocorre a Conveccao Natural de Calor, as forcas de flutuacao
provocadas pelos gradientes de densidade sao dominantes, e sao elas que induzem o mo-
vimento do fluido, determinando assim a magnitude das forcas inerciais. Os grupos adi-
mensionais que determinam a similaridade nestes casos sao o Numero de Grashof, Gr,
onde

3

Gr = —gﬁ(A;)L , (4.21)

v

(onde g é a densidade do campo gravitacional, 5 é o coeficiente de expansao térmica do
fluido e (At) é a diferenga de temperaturas caracteristica do escoamento), e o Nimero de
Prandtl, Pr. Na determinacgao destes grupos adimensionais ¢ utilizada a aproximagao de
Boussinesq, na qual os efeitos das variacoes de p sao ignorados, com execao da inducao
do aparecimento de forcas de flutuagao. As forcas de flutuagao, proporcionais a (Ap)g,
sao linearizadas com respeito a temperatura, sendo entao assumido que (Ap) = Spo(At)

é uma aproximacao razoavel. Alternativamente, utiliza-se também o grupo adimensional

At)L3
Ra = Gr Pr = % — Ntimero de Rayleigh, (4.22)
1%

juntamente com Pr para se estabelecer a similaridade dinamica destes escoamentos.

Um outro grupo adimensional de importancia pratica em problemas de conveccao é o
Numero de Nusselt. Este grupo adimensional envolve o fluxo de calor através de superficies
em contato com fluidos. O niimero de Nusselt, Nu é definido como

qsL
Nu = R(AD (4.23)
onde ¢, é o fluxo de calor através da superficie e k é o coeficiente de condutibilidade
térmico. Nu representa a razao entre o fluxo de calor existente através da superficie e
o fluxo de calor que existiria caso a transferéncia de calor ocorresse apenas através de
mecanismos de conducao térmica.

Classes de escoamentos envolvendo ainda outros mecanismos fisicos, tais como cam-
pos magnéticos ou tensoes superficiais em interfaces entre dois fluidos imisciveis, sao
caracterizadas por ainda outros grupos adimensionais. Estes casos, entretanto, nao serao
abordados neste curso.



Capitulo 5

As Simplificacoes das Equacoes do
Movimento e as Diferentes Classes
de Problemas em Mecanica dos

Fluidos

A complexidade dos Problemas de Valor de Contorno obtidos através das equagoes do
movimento e de condigoes de contorno apropriadas pode, para uma grande variedade de
escoamentos, ser reduzida através de Hipdteses Simplificadoras.

Diferentes classes de escoamentos em Mecanica dos Fluidos sao obtidas a partir das
diferentes hipéteses simplificadoras admitidas. Algumas dessas classes de escoamento (as
de maior interesse pratico) sao analisadas a seguir.

5.1 Escoamentos Incompressiveis

Os escoamentos onde a compressibilidade do fluido pode ser desprezada (i.e., A ~ 0)
sao chamados escoamentos incompressiveis. Como ja foi comentado, esta classe de es-
coamentos envolve um desacoplamento entre os campos de velocidade (e pressdo) e de
temperaturas. Apesar de o campo de temperaturas depender do escoamento, i.e., do
campo de velocidades, este ultimo independe do primeiro. A determinacao dos cam-
pos de velocidade e pressao é aqui um problema puramente mecanico, independente dos
fenomenos termodinamicos e de transmissao de calor envolvidos. Um outro aspecto inte-
ressante desses escoamentos é que, uma vez que p é constante, perturbacoes no campo de
pressao se "propagam a velocidade infinita”, e, consequentemente, eles nao apresentam
o fenémeno das ondas de choque, ilustrado na se¢ao (4.4). A equagdao do momento re-
sultante é parabdlica (a equagao 4.8 é hiperbdlica), nao admitindo descontinuidades nas
suas solugoes. Um escoamento incompressivel tem Numero de Mach nulo (M, = 0), pois,
para eles, C' — o0.

Para fluidos newtonianos, as equacoes do movimento para os escoamentos incom-
pressiveis sao a equacao da continuidade e a equagao de Navier-Stokes, que, ao assumir-se
1 constante, tomam a forma

20
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Vi =0,

Du - S
P o = pf — Vp+ uV=3i. (5.1)

5.1.1 Solugoes Exatas para Escoamentos Incompressiveis

Solugoes exatas para PVC’s envolvendo as equagoes (5.1) s6 s@o obtidas para alguns
escoamentos onde a geometria do contorno é relativamente simples. Sao apresentadas
aqui as determinagoes das solugoes de duas classes de escoamentos simples, em regime
permanente: o escoamento de Hagen-Poiseuille e o escoamento de Couette.

Escoamento de Hagen-Poiseuille

Considere o escoamento bidimensional incompressivel de um fluido newtoniano em um
canal como mostra a Figura 5.1.

reT ~ S = > = - - — e
T e e R oo
} / .
- f i ,
> t 1 7
\\'7 -~ >
7 T

Figura 5.1: Escoamento em um Canal Longo.

Considerando ainda que o canal se “extende infinitamente”na direcao x, e que o esco-
amento esta em regime permanente, a equacao do momento se reduz a

Vp = uV=3i, (5.2)
quando inexistem forcas de corpo atuando sobre o fluido.
Aplicando-se a condi¢ao de nao escorregamento em y = L e em y = —L, e uma vez

que @ = (y), pois o campo de velocidades independe de = neste caso, o PVC para o
problema é:

d*u
Vp = po para — L<y<lL, (5.3)
Y

Uu=0emy=Leemy=—L.

O escoamento é determinado pelas pressoes na entrada e na saida do canal, e, como
@ é invariante com x, entdo v = 0 ( v é a componente de ¥ na dire¢do y) e, portanto,
Op/dy = 0. Ainda, as pressoes na entrada e na saida determinam o valor de dp/dx (que
é constante em z), que é também assim uma ”condi¢ao de contorno”do problema.
Assim,
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d? G 0
au_ —, onde G = —p, (5.4)
dy?> p Ox
onde u é a componente de @ na direcao x, cujas solugoes gerais sao do tipo
G
u=A+ By+ —y? (5.5)
20

onde A e B sao constantes arbitrarias.
Aplicando-se agora as condigoes de contorno para u, tem-se

G
u:Oemy:L:>A+BL—|—2—L2:O, (5.6)
0

G
u=0emy=L = A—BL—|—2—L2:O.
1

O sistema de equagoes (5.6) tem como solugao

A= ﬁLQ, B =0.
21
Assim a solucao para o perfil de velocidades u = u(y) é
G 5 2
= —(y*—L7). 5.7
u= gt = L) (57)

Portanto, a distribuicao de velocidades através do canal “bidimensional” ilustrado na
figura (5.1) apresenta uma distribuigao parabdlica, que é uma funcao de u e do gradiente
de pressao, G, imposto ao escoamento.

A solucao descrita por (5.7) é instavel. Para Re = ueqi0L/v > R, onde R. é um Re
critico, e escoamentos onde Re > R, apresentam um campo de velocidades turbulento.

O escoamento laminar através de um tubo circular é denominado Escoamento de
Hagen-Poiseuille (estudado por G. Hagen em 1839 e J. L. M. Poiscuille em 1840), tendo
varios aspectos similares ao escoamento ilustrado na Figura 5.1. O problema de valor de
contorno para este escoamento ¢ similar ao PVC (5.3);

Vp = V2, para — L <z < L,

u=0emz=Leemz=—L,

onde um sistema de coordenadas cilindricas, (r,6, z) é utilizado.
Agora, Vp = dp/dz = G, e como u, e uy (componentes de @ nas diregoes r e 0,
respectivamente) sdo nulos, a equagdo do momento se reduz a
dp

5. = v2z7
dz wva

onde u, é a componente de u na direcao z.
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Em coordenadas cilindricas,

Pu, 10%u., 1 0%u, 0%u,

2 v or o 0

Como, por hipétese, u = u(r), entao

@_ dzuz_i_lduz _gi 7ﬂduz
= Mo T ) T rar\Tar )

Viu, =

e, integrando em r,

2 d
o= +C = ,ur&, onde C' = constante.
2 dr

A solucao geral da equacao acima é
C G
u, = A+ —Inr 4+ —r?
It Ap

Como u, é continuo e finito em r = 0, entao C' = 0. Como u, =0 em z = —L e em

z = L, entao
u, = %(r2 — L. (5.8)
e o perfil de velocidades é igualmente parabdlico neste caso.

Experimentos realizados por Osborn Reynolds em 1883 demonstraram que escoa men-
tos em tubos sdo laminares para Re < 2000, aproximadamente (Re = finmeaiol/v). A
transicao para a turbuléncia ocorre na faixa 2000 < Re < 10.000, dependendo da inten-
sidade das perturbagoes impostas ao escoamento.

O escoamento de Hagen-Poiseville tem aplicagoes imediatas na solucao de problemas
de engenharia que envolvem o escoamento laminar em tubulacoes. Uma boa aproximacao
para a perda de carga nestes escoamentos ¢ obtida através da solugao (5.8).

O Escoamento de Couette

Considere o escoamento bidimensional e incompressivel gerado pelo movimento de
uma das superficies sélidas de um canal, como mostra a Figura 5.2:

{/

e

>

Figura 5.2: O Escoamento de Couette Plano.
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Considerando ainda que o fluido é newtoniano, e que o canal se extende infinitamente
na dire¢ao x, o PVC para o problema pode ser descrito como:

d2
ud—yZ:O, em0<y<L, (5.9)

u=0emy=0eu=Lemy=L.

Aqui, nao existe um gradiente de pressao imposto ao problema, e, portanto Vp = 0.
Como a regiao fluida se extende infinitamente na diregao x, @ = (u(y),0).
A solugao geral da equagao de dominio em (5.9) é:

u = C’ly + 02, (510)

onde 4 e Cy sao constantes arbitrarias. Aplicando as condigoes de contorno em y =
L ey =0, tem-se

— . 5.11
U=y (5.11)

A distribuicao de velocidades é linear neste caso, e 0 escoamento em questao é deno-
minado escoamento de Couette.

A solucao deste escoamento tem uma extensao imediata: o Escoamento de Couette
em rotacgao.

Considere dois cilindros anulares concéntricos, infinitamente longos, cujo espaco anular
entre eles é preenchido por um fluido newtoniano incompressivel. Quando as velocidades
angulares dos cilindros sao €2, e €);, respectivamente, (ver Fig. 5.3), e ndo existe gradiente
de pressao imposto ao escoamento, o campo de velocidades é dado por:

- Q. Re? — Qler (€ — Q) R?Re?
" (R - R2) (Re2 — R2)r

onde @ = (u,,ug,u,), e u, = u, =0, ( (r,0,2z) = coordenadas cilindricas), pois o PVC
para o escoamento ¢ dado por

(5.12)

uV3ii=—Vp, em R;<r<Re (5.13)

u=(0,%4R;,0) em r=R;, e U=(0,Q2R.,0) em r=R,

Aqui, nao existe gradiente de pressao ao longo de z, de maneira que Vp = (p(r), 0, 0),
e Op/0r simplesmente contrabalanga a forga centrifuga. Assim, @ e Vp sdo normais entre
si e o PVC para ug €

uNug = u( (5.14)

dQU/@ 1du§ Ug —0
dr2  rdr 2] 7

ug =GR, em r=R;; ug=QRe em 1r = Re,

cuja solucado é (5.12).
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Figura 5.3: O escoamento de Couette em rotagao.

O Escoamento de Couette em rotagao encontra importantes aplicacOes praticas em
problemas de lubrificacao com escoamentos laminares. O torque necessario para manter
os cilindros da fig.(5.3) girando com velocidades angulares constantes, por exemplo, pode
ser obtido diretamente da expressdao (5.12), pois as tensoes locais de cisalhamento nas
paredes dos cilindros sao 7; = ,u%]r: R € Te = ua[%h: Re Tespectivamente.

Vaérios outros escoamentos tedricos possuem solucoes exatas para as equagoes de
Navier-Stokes, mas estas nao estao incluidas no escopo deste curso.

Quando solugoes exatas para as equagoes de Navier-Stokes nao podem ser encontradas,
aproximagcoes para as mesmas tém, muitas vezes, valor pratico, quando o escoamento
apresenta Re "muito grandes”ou “muito pequenos”.

5.2 Escoamentos onde Re —

Os escoamentos onde o Numero de Reynolds é "muito pequeno”formam uma classe de
escoamentos incompressiveis que apresentam fenomenos fisicos particulares comuns. Es-
coamentos onde a viscosidade do fluido é desprezivel ou onde a massa especifica do fluido
é desprezivel (p — 0, embora o escoamento seja ainda incompressivel) sdo escoamentos
onde Re — 0. Nestes casos, a pressao de referéncia pU? utilizada em (3.89) para se
adimensionalizar a pressao, é uma escala inapropriada, pois ela pressupoe que os feitos da
inércia e da pressao tem a mesma ordem de grandeza. Nos escoamentos onde Re — 0,
os efeitos viscosos sao dominantes e o campo das pressoes deve ter a mesma ordem de
magnitude que os esfor¢os viscosos para equilibra-los.
Uma pressao de referéncia mais apropriada quando Re — 0, é

*

_
pU/L

onde o asterisco denota a pressao dimensional.

p (5.15)
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Utilizando-se a escala (5.15) para se adimensionalizar a equacao de Navier-Stokes,
tem-se:
Du

= 2. 1
ReDt Vp+ VU (5.16)

Na equagao (5.16), o termo a esquerda é de ordem de magnitude menor que a dos
outros termos quando Re < 1, de maneira que a diferenca entre Vp e V2% é da ordem
de magnitude do termo a esquerda. Este fato permite fazer-se uma aproximacao para
a equagao (5.16), cujos escoamentos por ela descritos sdo denominados Escoamentos de
Stokes (Stokes propos pela primeira vez tal aproximacao em 1851).

Escoamentos de Stokes

A aproximagao sugerida por Stokes consiste em se abandonar o termo de pequena
magnitude em (5.16), simplificando esta equagao para a forma

Vp = V?i. (5.17)

Os escoamentos governados por esta equacao, denominados Escoamentos de Stokes,
possuem certas propriedades interessantes:
Tomando-se o divergente de (5.17), tem-se:

Vp = 0. (5.18)

Assim, o campo das pressoes pode ser determinado independentemente do campo de
velocidades.
O campo de velocidades pode ser determinado a partir da expressao:

V.V%i = V3(V x @) = V?h =0, (5.19)

que mostra serem os campos de velocidade e vorticidade determinados unicamente pela
difusao viscosa. Entretanto, a aproximacao de Stokes nao é unicamente valida para casos
onde Vi — 0 em certas regioes do dominio, como nos casos de escoamentos ao redor de
corpos onde a regiao fluida ¢ infinitamente extensa. Quando Vi — 0, o termo V2@ em
(5.16) ¢ nulo, e, mesmo quando Re — 0, o campo das pressoes é equilibrado por efeitos
inerciais, isto é, o termo Redi/ Dt nao pode ser eliminado de (5.16). C.W. Oseen apontou
pela primeira vez, em 1910, o carater nao-uniforme das solugoes de Stokes, e propos uma
diferente aproximacao para (5.16), quando Re — 0: a aprozimacdo de Oseen.

A aproximagao de Oseen

Oseen derivou, de uma maneira intuitiva, uma aproximacao para a equacao de Navier-
Stokes, uniformemente vélida em todo o dominio. Oseen argumentou que o termo (4.V)#
na equac¢ao do momento poderia ser substituido por (U.V)d, onde U = (|Z] — o0)
gerando uma equacao aproximada quando Re — O:

ou; op 9%u;

Rl 2
P ]81'j 83;1 + &cjaxj’ <5 O)
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que, em notagao vetorial, tem a forma

p(U.N)i = —Vp+ uV>i. (5.21)

A aproximagao de Oseen produz uma solucao cujos efeitos de ,0((7 V)i perto do corpo
sao despreziveis (efetivamente, da mesma ordem de grandeza do erro cometido na apro-
ximagao de Stokes), mas, longe do corpo, os efeitos deste termo passam a ser dominantes
e a solugao continua valida em |¥ — oo.

S6 muitos anos mais tarde é que a aproximacao de Oseen pode ser deduzida mate-
maticamente através da Teoria das Expansoes Assintéticas Combinadas, introduzida por
Kaplun (1957) e Proudman & Pearson (1957). Essa teoria permite também a deducao
matematica das aproximacoes das equagoes do movimento para a Camada Limite, propos-
tas por L. Prandtl em 1904, e obtidas através de dedugoes intuitivas. A Camada Limite
é um assunto que sera abordado mais adiante neste texto.

Os escoamentos de Stokes sdo quasi-permanentes, uma vez que o termo Di/Dt em
(5.16) ¢ multiplicado por Re — 0. Estes escoamentos sao também denominados “Cree-
ping Flows”.

O escoamento axisimétrico de Stokes ao redor de uma esfera possui solucao exata tanto
para a aproximacao de Stokes, cuja solucao é

T 1/r\> 1/r\> 3(rg
== ol1+-(—=) —2(2 22
g a) = a(3) 3 (0] o2

onde (r, ©) sdo coordenadas cilindricas sobre o plano que contém a dire¢ao do escoamento
principal (o escoamento é axisimétrico), ro é o raio da esfera, U é o médulo da velocidade
para |Z| — oo, e U é um escalar (Funcao de Corrente Axisimétrica) tal que

1 oV 1 ov

= 2send 00 o = rsenf Or’

quanto para a aproximagcao de Oseen, cuja solucao é

v 1 r\? r 3 Re r
— =—|2| — = 20— —(1 0)1— ———(1 —cosf)|. (5.23
20 4[ (T()) + T]sen 2Re( + cos )[ exp —— 7”0( cosf)) (5.23)

Observe que a solucao de Oseen é uma funcao de Re, e que, exceto quando r — 00,
o termo exponencial pode ser expandido em uma Série de Taylor em torno de Re = 0,
quando Re — 0, resultando em

7"8% - %{2(%)2 - 3<:—0) T (;—0) 4 (%)] senfl + Re(...). (5.24)

Assim, quando Re — 0 a solucao de Oseen — solucao de Stokes, exceto quando
r — 0. Quando r — oo a aproximacao de Stokes perde a validade, mas a aproximacao
de Oseen continua valida.

No caso de escoamentos bidimensionais, a solu¢ao geral de Stokes para o escoamento ao
redor de um corpo cilindrico nao pode satisfazer as condig¢oes de contorno no infinito pois
o termo logaritmico que aparece na solucao diverge rapidamente. Esta impossibilidade
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de se encontrar uma solucao de Stokes para o problema plano é denominada Paradoxo de
Stokes. A solucao de Oseen, entretanto, existe também neste caso.

5.2.1 Escoamentos onde Re — o0

Os escoamentos incompressiveis onde Re — oo formam, talvez, a classe de escoamentos
de maior interesse para os problemas de engenharia.

Em principio, Re — oo significa que as forcas de origem inercial sao dominantes, e a
viscosidade tem papel secundario na determinacgao desses escoamentos.

A Equacao de Euler

Uma aproximacao para a equacao de Navier-Stokes quando Re — o0 é a
Equacao de Euler, que exprime a conservacao da quantidade de movimento para fluidos
nao-viscosos (quando inexistem forcas de corpo):

Du
Dt
Torna-se interessante observar que, aqui, o termo de derivada de maior ordem (V2
foi eliminado, de maneira que (5.25) exige um nimero de condigdes de contorno menor
que (5.1-b). Uma vez que (5.25) descreve o comportamento de um fluido nao-viscoso,
a condigdo de nao-escorregamento exigida quando (5.1-b) é utilizada é substituida pela
condicao de impermeabilidade. Esta condi¢ao exige apenas que as componentes normais
da velocidade sejam continuas através de interfaces sélido-fluido ou fluido-fluido, e des-
continuidades na componente tangencial de @ através dessas interfaces sao caracteristicas
das solucoes desses PVCs.
Quando as tunicas forcas de corpo atuantes sobre o fluido sao forgas gravitacionais
devidas a um campo uniforme g = gE, a equacao correspondente a (5.25) é:

—Vp. (5.25)

Did -
- _ _ _ .2
ou
- Vp O0ou
— — k: ~r_--
(uV)u + gk + P 5
ou ainda:
V(1/2a.@ + gz + p/p) = @ x h — i/t (5.27)

onde z é a componente do vetor posi¢ao na direcao k.
Para escoamentos irrotacionais e em regime permanente 2 = 0 e 0i/Jt =, de maneira
que

N | —

di+g:+L=H, (5.28)
p

onde H é uma constante.
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A expressao (5.28) é conhecida como a Equag¢ao de Bernoulli, onde os termos do
membro esquerdo representam a energia cinética, a energia potencial gravitacional, e a
pressao, por unidade de massa, respectivamente. A soma destas trés parcelas é usualmente
denominada “head”, que é uma grandeza conservada nesses escoamentos.

Escoamentos em regime permanente onde h # (), isto é, escoamentos rotacionais, nao
satisfazem (5.28) em toda a regido fluida. Nestes casos, (5.28) s6 ¢ valida sobre as su-
perficies formadas pelas linhas de corrente e pelas linhas de vorticidade (curvas ao longo
das quais hé tangente a elas) — as superficies de Lamb — pois U X h é normal A estas
superficies.

Assim, em escoamentos rotacionais (em regime permanente), o “head” é constante
unicamente ao longo de superficies de Lamb, e, em diferentes regioes do escoamento, o
fluido tem diferentes “heads” (energia “total”), conservados, obviamente, ao longo das
linhas de corrente.

Os escoamentos rotacionais onde @ e & sio colineares constituem uma €xcegao as con-
sideragoes acima, uma vez que, nesses casos, i X h= 0, e 0 escoamento satisfaz (5.28) em
todo o dominio. Escoamentos onde @ x h = 0 sio denominados Escoamentos de Beltrami
(E. Beltrami investigou esses escoamentos em 1889).

A aproximacao da equacao de Navier-Stokes pela equacao de Euler conduz, entretanto,
a solugoes nao-uniformemente véalidas em todo o dominio. Perto de uma interface sélido-
liquido, por exemplo, a velocidade local pode ser “pequena” o suficiente, de maneira que,
localmente, os efeitos da viscosidade sejam importantes.

No escoamento bidimensional ao redor do cilindro da fig. 3.6, por exemplo, a magni-
tude do campo de velocidades é proporcional a |UO|, mas, junto a superficie do cilindro,
u = 0, e os efeitos viscosos sao dominantes nessa regiao, independentemente de Re. A
regiao do escoamento junto ao corpo ¢, portanto, uma regiao onde as solucoes da equagao
de Euler nao sao validas e somente solugoes da equagao completa de Navier-Stokes podem
satisfazer a condicao de nao-escorregamento na parede do corpo. Assim, as solugoes da
equacao de Euler sao validas em quase toda a regiao fluida, com excecao de uma regiao
junto a superficie do corpo: a Camada Limite.

A Camada Limite

A regiao de um escoamento que se encontra junto a uma superficie sélida apresenta,
geralmente, elevados gradientes no campo de velocidades. Tais regioes sao denominadas
Camadas Limites.

Uma placa de espessura desprezivel, por exemplo, quando colocada longitudinalmente
a um escoamento uniforme, “perturba” este escoamento, pois a velocidade relativa do
fluido junto a sua superficie é nula, enquanto que em regides “nao muito préximas” a
placa |i@| é da ordem de grandeza de |Us| (ver Figura 5.4).

Assim, enquanto o campo de velocidades satisfaz aproximadamente a equacao de Euler
fora da camada limite, dentro dela isto nao acontece.

L.Prandtl deduziu intuitivamente, em 1904, aproximacoes para a equacao de Navier-
Stokes para a regiao da Camada Limite. Mais tarde, a Teoria das Expansoes Assintoticas
Combinadas, comentadas na segao 5.1.2.2 formalizaram este procedimento e permitiram
a deducao das correcoes de ordens superiores para as aproximacoes de Prandtl. O estudo
desta teoria nao estd, entretanto, dentro do escopo deste curso.
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Figura 5.4: Placa plana em corrente uniforme.

Prandtl argumentou que, sendo y a coordenada na direcao localmente normal a su-
perficie sélida, e x a coordenada na diregiao local do escoa mento, o termo 9%u/dz* na
equacao de Navier- Stokes para a componente u de @ (u = componente de U na diregao
x) é pequeno em comparagio com 9?u/dy?, de maneira que

ou ou  Ou 1 9p 0*u

— 4t Uu—F+r—=——"4+rv—7, 5.29

ot ox y pOx 0y? ( )
onde v é a componente de u na direcao y, é uma aproximacao “razoavel” para Navier-
Stokes. Como v é “pequeno”, a equacao de Navier-Stokes na direcao y é simplesmente

aproximado por

@ =0, (5.30)
Ay
e, portanto, p = p(z) nesta aproximagao.
Assim, na Camada Limite, (5.29) e (5.30) sao aproximagoes para as equagoes de
Navier-Stokes, sendo denominadas Fquacoes de Prandtl para a Camada Limite.
O PVC para o escoamento na metade superior da regiao fluida da Fig. 5.4 fica sendo

entao
ou  Ou 1 9p 0%u
— — = — 0< ) 5.31
uax—kvay p0$+yay2em <y <, ( )
ou  Ov
LT < 5
8:U+8y 0,em0 <y <o,

u=v=0emy=0u=Uyx,v=0emy — 9,

onde 0 é uma distancia tal que u — Uy (z,t) quando y — 4.

Para uma placa infinitamente longa, (5.31) tem solucao exata (que nao é valida “perto”
dos bordos da placa), conhecida como Solu¢do de Blasius, valida para camadas limites
laminares.

Um estudo especifio das camadas limites nao se enquadra no escopo deste curso, mas
as consequéncias que a existéncia dessas regioes tém sobre o comportamento global de
um escoamento sao importantes. O fenomeno da Separacao, por exemplo, é associado
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a camada limite junto a superficies sélidas, mas seus efeitos nao se restringem a regiao
proxima a superficie do corpo. Considere o escoamento bidimensional ao redor de um
cilindro, por exemplo. Junto as paredes do cilindro forma-se uma camada limite, que, por
razoes que serao abordadas mais tarde, separam-se do corpo, e se extendem ao longo da
esteira do cilindro. Assim, a camada limite se forma junto ao corpo, mas pode se separar
do mesmo, formando uma Camada de Cisalhamento Livre (a camada limite ¢ uma camada
onde o cisalhamento é intenso, quando comparado as outras regides do escoamento) que
influencia o escoamento mesmo a “grandes distancias” do corpo.

Assim, escoamentos a altos Re sao constituidos , geralmente, por extensas regioes onde
o escoamento ¢é praticamente irrotacional, e regioes limitadas formadas por Camadas de
Cisalhamento Livre e/ou Camadas Limites. Nas Camadas de Cisalhamento Livre e nas
Camadas Limites o escoamento é essencialmente rotacional. Nas regioes irrotacionais o
escoamento tem propriedades interessantes.

Escoamentos Potenciais

Em regioes de um escoamento incompressivel onde o fluido escoa irrotacionalmente, o
campo de velocidades satisfaz a relagao
V xua=0. (5.32)
Como V x (V¢) =0, quando ¢ é um campo escalar, campos de velocidades que sa-
tisfazem (5.32) podem ser descritos pelo campo escalar ¢, onde
u=Vo, (5.33)

e para que u satisfaca a equacao da continuidade,

Vg = 0. (5.34)

Assim, estes escoamentos sao descritos por um Potencial de Velocidade, ©, e sao
chamados Escoamentos Ideais ou Escoamentos Potenciais.
Como

o 82Ui o 63gb
N anaZL’j n 8%8%8%

entao os efeitos da viscosidade sdo nulos em escoamentos irrotacionais.
A equagao do momento (5.27), neste caso, tem a forma

V2 = V(V%) =0,

Loy pl _ 9(Ve)
\Y 2(V¢) —|—gz+p =5 (5.35)
que, uma vez integrada, fornece a equacao da energia
1 2 p (Vo)
2(ng5) + gz + >~ o + f(1), (5.36)

onde f(t) é uma funcdo somente de ¢.
Para escoamentos em regime permanente,
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1
§(V¢)2 +9z+ % =H, (5.37)

onde H é uma constante (o “Head”).

Em regimes transientes, a fun¢ao de integragao f(t) pode ser absorvida por ¢, uma
vez que f(t) é uma fun¢ao unicamente de t (¢ em (5.36) pode ser redefinido como sendo
um ¢* = ¢ + F(t), tal que F'(t) = f(t)). Assim, o campo escalar ¢ que satisfaz

V3¢ =0, (5.38)

1(V¢2)+g+z+g = @,

2 p Ot
representa o potencial de velocidade do escoamento de um fluido ideal (incompressivel e
irrotacional, e, consequentemente nao viscoso).

Deve-se lembrar que, como o termo viscoso da equacao de Navier-Stokes é identi-
camente nulo nesses casos, as condi¢oes de contorno a serem utilizadas em interfaces
fluido-so6lido ou fluido-fluido devem envolver somente as componentes normais da veloci-
dade. Uma excecao a esta regra é a interface fluido irrotacional — fluido rotacional, onde
a condicao de nao escorregamento pode ser exigida.

A redugao das equagoes do movimento as equagoes de Laplace e Bernoulli, (5.38), é
uma simplificacao que reduz significativamente a complexidade do problema. De maneira
geral, bastam a equacao de Laplace e as condi¢oes de contorno para ¢ para se determinar
unicamente o campo de velocidades, e a equagao de Bernoulli fornece o campo das pressoes
em fungao do primeiro. Varios métodos analiticos poden ser utilizados na determinacao
das solucoes da equacao de Laplace, e teorias sobre a existéncia e unicidade dessas solucoes
sao assuntos classicos no estudo das equacoes diferenciais. O estudo desses métodos,
entretanto, nao esta no escopo deste curso.

Um exemplo de um Escoamento Potencial é o escoamento bidiemsional incompressivel
e irrotacional ao redor de um cilindro. O PVC para este escoamento tedrico, em regime
permanente, é:

1 1
V36 = 0; §(V¢)2 + g = §Ufo + P, em 7> rg, (5.39)

D
FJ;:’ em f=0, onde f=1r—r,

Vo — Use quando r — oo,

onde ljoo e P, sao a velocidade e a pressao longe do cilindro de raio 7, e (r,0) sdo
coordenadas cilindricas.

Uma solucao que satisfaz a Equacao de Laplace e as condicoes de contorno para o
campo de velocidades é:

o(r,0) = —Us (T + r_f) cosf, (5.40)
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cujo campo de pressoes a ela associado é, através da Equacao de Bernoulli,

Lo 7"822 7222127‘(2)27"2

) ==pUZ |1—(1——= ) cos®0—| 1——=| sen®f|= —pUZ |2—cos’0——=>| (5.41
p(T ) 2p oo|: < 7’2> TQ n :| 2p OO|: T2 7,2:| ( )
onde P, = 0.

Esta solucao ¢é simétrica com relagao a direcao normal ao fluxo e, consequentemente,
a forca de arrasto obtida ao se integrar a pressao sobre a superficie do cilindro é nula. Tal
resultado é denominado Paradoxo de D’Alembert.

Uma outra solugao para (5.39) é:

2
r
o(r,0) = —Ux (7’ + 7;—0) cost + 2—5, (5.42)

onde " é uma constante. O potencial I'0/27 corresponde a um escoamento circulatério
ao redor do cilindro, como mostra a Fig. 5.5.

Figura 5.5: Linhas de Corrente para o Potencial I'6 /2.

Como V é um operador linear, o campo de velocidades representado em (5.42) é a
soma vetorial do campo de velocidades de (5.40), e do campo de velocidades descrito por
(I'9/2I1). As linhas de corrente para ambos campos estao representadas na Fig. 5.6.

O campo das pressoes do escoamento apresentado por (5.42) é assimétrico com relagao
a direcao do escoamento, quando I'" # 0, e, apesar da for¢ca de arraste ser nula também
nestes casos,I' # 0 provoca o aparecimento de uma forca transversal a direcao principal
do escoamento, denominada Forga de Sustentacao.

O potencial (5.42) representa um escoamento onde a circulacdo em torno do cilindro
é nao-nula. A circulagdo em qualquer regiao fechada do plano (r,6) que ndo contenha o
cilindro, ¢ nula, pois




64

Figura 5.6: Linhas de Corrente para o Escoamento Potencial em Torno de um Cilindro:
(a) com Circulagao Nula, (b) com Circula¢ao Negativa.

Cc(l) = /l .t dl (5.43)

e, pelo Teorema de Stokes (veja (1.20)),

/ﬁ.?dl_/(v X i0).7 ds
l S

onde S é a superficie definida pela curva fechada [ (veja fig. (5.7)). Regides contendo
o cilindro, contém, na verdade, uma singularidade, pois os potenciais (5.40) e (5.42) sao
definidos mesmo para r < r,, exceto quando r — 0, pois ®© — oo quando r —>
0. Assim, o escoamento descrito pelo potencial (5.40), cujas linhas de corrente estao
representadas na Fig. 5.7, representa o escoamento ao redor do cilindro, por possuir uma
linha de corrente fechada que coincide geometricamente com a parede do cilindro. Quando
a curva C' em (5.43) define uma superficie S que contém a singularidade, a integral (5.43)
nao é mais nula, e a circulacao da superficie S é I'.

Figura 5.7: Linhas de Corrente para o Escoamento Representado pelo Potencial (5.40).

A constante I' em (5.42) é a prépria circulagdo C, definida em (5.43) e (5.42) repre-
senta o escoamento em torno de um cilindro “gigante”. A rotacao do cilindro induz um
movimento circulatério do fluido que o cerca, que pode ser descrito pelo potencial I'6/27,
na regiao irrotacional do escoamento.

A forga da sustentagao em aerofélios tem origem circulatéria, podendo ser estimada
através da analise do escoamento potencial em torno dos mesmos.
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Entretanto, por causa da separacao da Camada Limite, escoamentos com os aspectos
ilustrados na fig.(5.6) ndo sao encontrados na natureza.

De maneira geral, as regioes dos escoamentos ao redor de corpos onde o fluido escoa
rotacionalmente sao limitadas a camadas de “pequena espessura”, onde a principal con-
sequéncia da viscosidade nao é a dissipacao de energia mecanica, mas, simplesmente, a
de induzir a formacao dessas camadas.

Assim, Camadas de Cizalhamento Livre tem sido modeladas como regides onde o
escoamento é nao-viscoso, mas rotacional. As andlises das interacoes entre regides rota-
cionais e regioes irrotacionais de um escoamento sao geralmente realizadas com base em
resultados classicos obtidos no estudo da Dinamica da Vorticidade.

A Dinamica da Vorticidade

Para se compreender as interacoes entre regioes rotacionais e regioes irrotacionais de
um escoamento (usualmente, escoamentos onde Re — 00) é necessério se estudar a
dinamica das regioes rotacionais do mesmo, i.e., a Dinamica da Vorticidade.

A FEquagao da Vorticidade é obtida ao se tomar o rotacional da equagao do momento.
Para fluidos Newtonianos,

Dh - .
Ff; = h.Vu +vV>h. (5.44)

Torna-se interessante observar que a Equacgao da Vorticidade nao envolve o campo das
pressoes do escoamento.

O termo Dfl/ Dt em (5.44) representa a derivada material da vorticidade, i.e., a taxa
de variacao da vorticidade de elementos materiais infinitesimais de fluido, e o termo vV2h
representa a difusao molecular local da vorticidade no escoamento. Ambos termos sao
similares aos termos Di/Dt e vV?i da equagao do movimento.

O termo h.V{ por outro lado, nao tem similar na equagao do movimento, e tem
interpretacao fisica interessante, que confere um carater distinto as variagoes da vortici-
dade. Considere uma Linha de Vorticidade cuja representagao paramétrica seja 7= 7(5),
onde S é o comprimento de arco, medido a partir de um ponto arbitrario, p, da linha de
vorticidade, conforme mostra a Fig. 5.8.

T Liwnte pE Vogitetorpr

P_: Poriro ARSI TRAR S onpr S= o

Figura 5.8: Segmento de uma Linha de Vorticidade.

Sendo i a velocidade relativa no ponto @), que dista S de P(0U = i, — ), o limite
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. 0u . o

lim — = lim —,

50 16710 |07
representa a taxa de variacao local do vetor o7, que liga P a @, onde, agora, P e ()
sao pontos materiais sobre a linha material que coincide instantaneamente com a linha
de vorticidade. A componente tangencial de Ju existe devido ao “esticamento” local da
linha material, e a componente normal de du é devida a “rotacao” local da linha material.
Entretanto,

Portanto, a contribuicao de hNi para DE/ Dt tem duas componentes: uma prove-
niente da rotagao rigida do elemento linear (devida a componente de du normal a E)
Assim, as variagoes de h provenientes deste termo sao similares as variagoes de 07 (07 =
vetor que liga P a @), onde P e () sdo pontos materiais sobre a linha de vorticidade), e a

variacao da vorticidade h se relaciona a variacao do elemento linear de fluido 07 através
da relagao

h(t)  OF(t)
h(ty)  07(to)
O resultado (5.45) derivado primeiramemte por Cauchy, é de fundamental importancia

para escoamentos onde Re — 00, pois, nesses casos, a difusao da vorticidade pode ser
desprezada, e a Equacao da Vorticidade se reduz a
Y >

(5.45)

Dh -
— = h.Vi. 4
Dt h.Vi (5.46)

Aqui, o escoamento é rotacional, mas nao-viscoso. Nesses casos (5.45) é vélida em
todo o escoamento (exceto onde a difusao de h é importante), e, portanto, a derivada
material da vorticidade no ponto x = xg é determinada pela taxa de variacao do elemento
linear de fluido paralelo a linha de vorticidade em Z.

Quando o escoamento satisfaz (5.46), a vorticidade h no ponto ¥y, no instante ¢y, onde
Zp € a posicao em ty, do ponto material que ocupa a posicao ¥ em t, através da relacao

8@-

hl(f, t) — hj(fo,to) 8,§CO<.
)

(5.47)

Uma consequéncia importante de (5.45) é que, em fluidos nao-viscosos, as linhas de
vorticidade sao linhas materiais. Isto acontece porque, nesses escoamentos, nao existe a
difusao molecular da vorticidade, que se constitui no nico mecanismo através do qual a
vorticidade pode ser transferida através das superficies de contorno do elemento material
de fluido.
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Considere, agora, um elemento material infinitesimal de fluido definido pelo vetor 07,
paralelo a vorticidade local, e pelas superficies infinitesimais d§ (07 e §5 sao paralelos),
conforme mostra a Fig. 5.9.

IANIHA 0F VORTICI gRP E

Figura 5.9: Elemento Material Orientado Segundo h.

Como o volume 075 do elemento é constante (fluido incompressivel), entao o produto
h.0§ para o elemento é também constante, tendo-se em vista (5.45). A consequéncia disto
é que a circulagao, C'(t), em torno de qualquer curva fechada no escoamento, dada por

= 7{ @.de = / / h.65, (5.48)
S

onde S é uma superficie arbitraria que contém C, d¢ é o vetor elementar de comprimento
tangente a C', e 05 o vetor elementar de area normal a S, é constante.

Assim, DC/Dt = 0, é a circulacdo conservada em elementos materiais quando a
difusio molecular de h é nula. Este é o Teorema da Circulagao de Kelvin, deduzido por
Lord Kelvin em 1869.

Da mesma forma que as linhas de corrente que passam por curvas fechadas arbitrarias
no escoamento constituem tubos de corrente, linhas de vortici dade constituem linhas de
vorticidade. Como as linhas de vorticidade contidas no tubo tem circulacao 6C' constante,

a circulacao
C = / / dc

do tubo também é constante (quando a difusdo molecular de hé desprezivel) e o tubo de
vorticidade move-se com o fluido.

Considere um escoamento onde toda a vorticidade esteja concentrada em um tubo
de vorticidade, um vértice tubo neste caso, e C' é “esticado” pelo escoamento, de ma-
neira que a area de sua secao transversal seja reduzida a um infinitésimo; a vorticidade,
supostamente constante sobre a superficie de area infinitesimal, cresce assintoticamente,
pois a circulagao do tubo permanece constante. A configuracao limite deste tubo, quando
0SS —s0eh —s 0 tal que h.05 = C, é chamada Linha de Vértice, cuja intensidade I, é
a circulacao C.
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E interessante observar que a intensidade I' de um voértice é uniforme ao longo do
mesmo, e que, portanto, eles nao podem se iniciar ou terminar no interior da regiao
fluida. Vértices sempre se iniciam e terminam no contorno da regiao fluida, ou formam
percursos fechados dentro da mesma.

Torna-se interessante observar também que, como a circulacao em torno de qualquer
curva fechada da regiao fluida de um escoamento nao-viscoso é constante, regioes irrota-
cionais dos mesmos permanecem irrotacionais.

As propriedades da vorticidade representadas pelas equagoes (5.46) e (5.47) sdo de
fundamental importancia na simulacao numérica de escoamentos a altos Re, onde as
regioes onde existe cizalhamento sao modeladas por escoamentos rotacionais de fluidos
nao-viscosos. A circulacao é conservada nesses casos, e a “geracao” de vorticidade sé
existe junto a contornos da regiao fluida. O fluxo de vorticidade através de uma parede
sélida (a “geracao” de vorticidade) se relaciona ao campo de pressoes da relagao

dp oh

8s  on’
onde h = \ﬁ|, s é uma coordenada tangente a superficie e normal a ﬁ, e n é a coordenada
normal a superficie. A expressao (5.49) é obtida diretamente através das equagoes de
Navier-Stokes.

Em simulagoes numéricas de escoamentos bidimensionais a altos Re, tem se mode-
lado as regioes rotacionais do escoamento através de “nuvens” de vértices pontuais, cujo
movimento é determinado através de métodos Lagrangeanos, onde os vortices sao pontos
materiais do fluido.

Regioes rotacionais desses escoamentos, quando restritas unicamente a camadas de
pouca espessura, podem ainda ser modeladas como uma Lamina de Vértices, v, é definida
como

(5.49)

7 = lim 0h on §s,
on—0

onde h é o vetor vorticidade, dn é a espessura da lamina e ds um comprimento infinitesimal
unitario na direcao normal a h sobre a lamina. Quando o limite on — 0 é tomado,
Sh —> oo, de mode que §h on converge.

Uma propriedade interessante das laminas de vortices é que ¥ = 4, — 1}, onde i, e U
sao os vetores velocidade em cada lado da lamina, junto a ela.

5.2.2 As Simplificacoes para os Escoamentos Bidimensionais

Os escoamentos bidimensionais sao uma classe de escoamentos que permitem uma série
de simplificagoes especificas nos PVCs que os definem.

A primeira dessas simplificagoes diz respeito ao campo de vorticidade: nos escoamentos
planos, o vetor velocidade tem apenas duas componentes nao nulas, u; na direcao i na
direcao i e iy na direcao j, por exemplo, de modo que o vetor vorticidade

31’2 8x3 i 83:3 85(]1 j+ 8x1 8x2 ’

B* 8U3 6u2 - 8u1 8u3 - 8U2 (‘9u1 ]Z
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tem componente nao nula unicamente na direcao k, uma vez que u independe de x3, e
uz = 0. Portanto o vetor vorticidade é sempre ortogonal ao plano do escoamento, podendo
ser entdo caracterizado unicamente pelo seu moédulo h = |h|.

A Funcao de Corrente

Uma outra simplificacao diz respeito a representacao do campo de velocidades do
escoamento: as linhas de corrente de um escoamento plano sao linhas que satisfazem
determinadas regras topoldgicas (por exemplo, essas linhas nunca se cruzam), de maneira
que existe um campo escalar ¥ = W(zy,x9) que satisfaz W = constante, ao longo de
uma linha de corrente, sendo ¥ uma fungao “bem comportada”. A funcao W(xy,z5) é
denominada Funcao de Corrente.

Para que ¥ exista, é necessario que

o O
AV = ——dz, + —d .
S, 11+ g, (5.50)

e que dV¥ seja um diferencial exato, i.e.,
o (0¥ 0 [0V
8@ 81'1 N 81’2 8$2 ’

o} 0*W
83:18962 8x18x2'
No caso dos escoamentos incompressiveis, pode-se relacionar ¥ diretamente ao campo
de velocidades através das expressoes

ou ainda,

ov ov

8%2’ al’l

uma vez que a equacao da continuidade para @ garante a existéncia de W satisfazendo
(5.51), uma vez que

Qui  Ouy _ 0 (0V) 9 ([ 0v\
8x1 61’2— 8x1 8x2 8%2 85(71 o

Assim, escoamentos bidimensionais incompressiveis podem ser analisados através de
dois campos escalares, a funcao de corrente, ¥, e a vorticidade, h. Os PVCs relativos a
esses escoamentos podem ser escritos em termos da Equacgao da Vorticidade e da Equagao
de Poisson para ¥, em lugar de Navier-Stokes e continuidade envolvendo #. As equagoes
de dominio para PVCs em termos de ¥ e h sao:

(5.51)

Uy

Dh , ,
1 vh U= —h 52
o =vVh, ¥V (5.52)

Observe que o termo h.Vi na equacao (5.46) é nulo em escoamentos planos (4 e

—

h sdo ortogonais nesses casos), e que a Equacdo de Poisson para U advém direta-
mente da definicao de vorticidade. Observe ainda que a velocidade u, presente em
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Dh/Dt (Dh/Dt = dh/dt + @.Vh), pode ter suas componentes u; e uy substituidas por
0V /0xy e —0V /0xy, respectivamente.

As equacoes de dominio escalares para h e ¥ podem ser entao desenvolvidas nas
formas:

@+8\If@h_8\1!8h_yﬂ @ (5.53)
ot = O0xy0ry Ox 0xy  \0x?  0x3)’ )
e
?U  9*U
97 L 9T~
oz O3

Muitas vezes é mais facil se determinar condi¢oes de contorno para h e ¥, de maneira
que as simulacoes numéricas de escoamentos bidimensionais sao usualmente realizadas em
termos das varidveis secunddrias h e W, em lugar das varidveis primdrias u e p.

E interessante observar que ¥ definido como em (5.51) realmente constitui uma Funcao
de Corrente, i.e., ¥ = constante ao longo das Linhas de Corrente, pois, de (5.50) e (5.51),

dV = —UQdJIl + Uldl‘g,

e, ao longo de curvas ¥ = constante, d¥ = 0,

uz _ 47 v = constante, (5.54)
(75} dl’l
ou seja, o vetor velocidade é tangente as curvas ¥ = constante.

Outro ponto interessante é o significado fisico da diferenca entre os valores numéricos
de W para duas linhas de correntes quaisquer: considere o ponto A da linha de corrente
onde ¥ = ¥, ¢é dada por U — U, = ff dU = ff(uld:cg — uydzy), onde ff representa
a integral de linha A a B (note-se que a integral é independente do caminho, por ser ¥
uma fungao de x; e xs) ou, ainda,

B
Up—U,y= / (Mg u1 + Ngyug) ds, (5.55)
A

onde n,, e n,, sao as componentes do unitario normal ao caminho de integragao, 7, e ds
um elemento de comprimento ao longo desse caminho. Mas

B B
/ (Mg Uy + Ngyuo) ds = / i ds =Qap,

A A
onde Qp é o Fluxo Volumétrico que atravessa o caminho de integragao de A a B. Por-
tanto, a diferenca g — W 4 representa o Fluxo Volumétrico do fluido que escoa entre as
linhas de corrente onde ¥ = Ugpe U = W,

Os Escoamentos Potenciais e o Potencial Complexo

Como ja foi visto na secao 5.1.3.3, escoamentos incompressiveis e irrotacionais sao
denominados Escoamentos Potenciais, e sao descritos por um campo escalar, o Potencial
de Velocidade, @, que satisfaz a equacao de Laplace,
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V2o =0, (5.56)

e se relaciona ao campo de velocidades através da expressao

Vo =i (5.57)

Quando um escoamento potencial é plano, existe também entao uma Funcao de Cor-
rente a ele associada, que também satisfaz a Equacao de Laplace

V20 =0, (5.58)

pois h = 0 neste caso.
Escoamentos planos podem ser descritos através de fungoes complexas de Z (um com-
plexo), ao se definir o Potencial Complexo F' = F'(z) onde

F(Z)=®(x1,22) +i V(xy, 29), (5.59)

onde z = x1 + iz, em coordenadas retangulares. Segundo a definigdo de F'(z), o potencial
de velocidade é a parte real de F(z), a fungao de corrente é a parte imagindria de F'(z), e
i = v/—1 (0 imagindrio unitdrio). A razao de se definir F'(2) como em (5.59) é que qualquer
funcao analitica de uma variavel complexa tem partes real e imaginaria harmonicas, i.e.,
que satisfazem a equacao de Laplace. Além disso, a derivada de F', denominada Velocidade
Complexa, W,

(5.60)

satisfaz a relacao

W(z) =ui(z) —ius(z), (5.61)

onde u; e us sao as componentes de « nas direcoes x; e x9 respectivamente.

Assim, escrevendo-se 4(xq,x2) como uma fun¢ao complexa U(z), o escoamento plano
pode ser descrito através do Potencial Complexo F'(z), cuja derivada dF'/dz é o conjugado
complexo de

U(z) = uy + ius, (5.62)
pois
(fi_]; =W(z) = U(z). (5.63)

Tais propriedades dos escoamentos potenciais planos permitem uma andlise dos mes-
mos através da Andlise Complexa, que se constitui numa poderosa ferramenta analitica
para a determinacao das solucoes que descrevem esses escoamentos. Um estudo especifico
sobre determinacao dessas solugoes, porém, nao faz parte do escopo deste curso.
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5.3 A Linearizacao das Equacoes do Movimento

A nao-linearidade da equacao de Navier-Stokes é a principal fonte de dificuldades na
determinacao das solucoes que descrevem escoamentos envolvendo fluidos newtonianos.
A nao-linearidade desta equacao estd no termo convectivo u X V.

A linearizacao da equacao do momento é uma técnica que permite a determinacao de
solugoes aproximadas para escoamentos em que o campo de velocidades pode ser escrito
como a soma de um Escoamento Base, i, ¢ um Escoamento de Perturbacao, ,, i.e.,
U = Uy + Uy, onde a ordem de magnitude do campo w4, é “pequena” em comparagao com
a ordem de magnitude do campo @,. Usualmente, utiliza-se a simbologia O(f) para se
referir a ordem de magnitude da funcao f. Utiliza-se também a simbologia g = O(f)
para se indicar que a fungao g tem a mesma ordem de magnitude que a funcao f, e a
simbologia h = o( f) para se indicar que a func¢ao h tem ordem de magnitude inferior a f,
i.e., os valores assumidos por h sao “pequenos’” em comparacao com os valores assumidos
por f. Note-se ainda que g = O(f) nao implica que g = f.

Assim, quando os campos U, e 1, satisfazem

Uy, = o (Uy), (5.64)
o termo convectivo (nao-linear) u; du;/0x; da equacao de Navier-Stokes fica:
8ubi 0

(up; + p,) =—(up, + up,) = U, —— +wp,

. J 3 J
Ox; Ox;

8ubi 8upl.
+ Uy, ,
8[Ej ’ aZL‘j

Uy,
Pty (5.65)
J
€
onde, assumindo-se que a operacao de derivagao nao altera a ordem de magnitude da
funcao resultante,

Oup, Ouy, Ouy, Ouy, Oup, Ouy,
U, 7, = 0<upi (%Uj)’ Uy, o, = O(ub]. o, ), Uy, o, = o w, oz, ) (5.66)

A substituicao de (5.64) e (5.66) na equacao do momento gera agora, uma equagao
envolvendo termos cujas ordens de magnitude sao diferentes, e a equacao deve ser satisfeita
em cada ordem de magnitude separadamente.

Adimensionalizando-se a equacao de Navier-Stokes através de uma velocidade ca- rac-
teristica U, onde

U=o (ﬁb), (567)
entao
U =0(1) , .U, =0(d), (5.68)
de maneira que
Ouy, oy, 10 0%y,
Uy, S 2P (T ) (5.69)
ot ' 0x;j p Ox; O0x;0x;
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Dy, Oy, ou,,  10p, 0*uy,
ot 0z -t or;  pox v dx;0x; )’

onde pj, e p, sao os campos de pressao associados a cada uma das equagoes acima.
Conhecendo-se u, pode-se entao estabelecer o problema de valor de contorno para
Uy, € uma aproximacao para a solugao do problema ndo-linear em u pode ser encontrada
através das solugoes de dois problemas lineares em w, e i, desde que @, = o(p).
Como um exemplo da linearizacao da equacgao de Navier-Stokes, considere o escoa-
mento bidimensional, viscoso, em torno de um cilindro. Escrevendo-se

i=U+ 1, (5.70)

onde U é a velocidade do escoamento “nao-perturbado” pela presenca do cilindro ([7 cons-
tante), a equacao de Navier-Stokes pode ser substituida em duas equagoes lineares como
em (5.70), onde a solugao da primeira delas é U, e a segunda equagao é

Ouy, Ouy, L p, 0*uy,
: j L= —— — ). 71
ot + UJ al'j paxl v 8:17j8xj <5 ’ )

A solugao de (5.72), i, (mais condi¢oes de contorno), quando somada a U, fornece
uma aprorimacao para a solucao da equacao nao-linear.

Torna-se interessante observar que, admitindo-se regime permanente, (5.72) é a apro-
ximagao de Oseen, discutida na segao 5.1.2.2. Em principio, a soluc¢ao de (5.72) fornece
uma aproximacao para u = U+ U, para qualquer numero de Reynolds. Entretanto,
quando Re — oo, a formagao da camada limite invalida a hipdtese de que a derivacao
nao afeta a ordem de magnitude da fungao, e a aproximacao (5.72) s6 é vélida para Re
baixos.

A técnica de se subdividir os PVCs que envolvem equacoes do movimento nao-lineares
em uma série problemas mais simples para cada uma das diferentes ordens de magnitude
que advém de hipéteses como a (5.65) é chamada Andlise de Perturbagao, cujos desen-
volvimentos se baseiam na Teoria dos Métodos de Perturbacao. Esta teoria se subdivide
em duas grandes areas: os Métodos de Perturbagao Regular, que envolvem problemas
onde hipdteses como (5.65) sdo uniformemte vélidas em todo o dominio, e os Métodos de
Perturbagdao Singular, aplicaveis a problemas cujas aproximagdes como (5.72) nao sao uni-
formemente vélidas ( a operacao de derivagao altera a ordem de magnitude das fun¢oes em
determinadas regides do dominio, nestes casos). O estudo desta teoria ¢ assunto extenso
e profundo, que nao esta incluido no escopo desse curso.
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