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Capitulo 1

Introducao

Em anos recentes, com o grande aumento da capacidade dos computadores ¢ a ainda
mais dramatica redugdo na sua relagdo custo/desempenho, tem-se modificado
drasticamente o panorama dos projetos em engenharia. Grandes empresas de projeto e
de manufatura de equipamentos tem reduzido seus gastos com a verificagdo
experimental de teorias e procedimentos ao mfnimo essencial. De fato, os altos custos
associados & construgdo de protétipos e ao seu teste, podem em muitas das vezes
inviabilizar financeiramente todo um projeto. Nas inddstrias aeronautica e de
madqguinas de ﬂﬁxo isto € particularmente verdadeiro. Em outras atividades onde os
equipamentos s@o construidos para condiges especificas de operagdo, nao sendo
portanto um item de fabricagfio em série, o préprio protétipo passa a ser o produto
final. Nestas condigdes, repetimos, a margem de erro deve ser reduzida a um minimo
¢. se possivel, suprimida completamente. Um exemplo tipico sdo os bompressores
construidos para a industria do petréleo. Unidades dedicadas a um tipo tnico de
operagio. eles podem custar de seis a vinte milhdes de délares, sendo apenas um
exemplar construido para aquelas condigdes.

Desta forma, o desenvolvimento de sistemas computacionais adequados para a
simulagao de problemas envolvendo escoamentos reais em engenharia torna-se
imperioso. Hoje, todos os fabricantes de méquinas de fluxo citam em seus catdlogos
os programas utilizados para o projeto de suas maquinas.

Tais programas(os quais podem ser adquiridos comercialmente, ou desenvolvidos
pelos grupos de engenheiros interessados) devem possuir, no minimo, as seguintes

cinco caracteristicas;



(1) Ter incorporado o conhecimento da fisica do fendmeno; em particular da
turbuléncia (Hinze(1975)). Por serem os fluidos de maior importincia industrial o ar e
a agua, cujas viscosidades séo baixas, a maioria dos escoamentos que ocorrem na

engenharia sfo turbulentos.

(ii) Em fungfo do item (i) acima, ter incorporado o conhecimento de todos os modelos
de turbuléncia desenvolvidos e que sejam capazes de lidar com caracteristicas tais
como curvatura, rotagfo, tri-dimensionalidade, gradientes de pressfio, separagio,
transferéncia de massa ¢ varios outros complicadores. Por ser impossivel calcular
todas as escalas dos escoamentos turbulentos que ocorrem na préatica de engenharia,
os modelos devem ser capazes de descrever bem o processo de dissipacio de energia
que ocorre nas menores escalas. Eles, portanto, devem incorporar a ordem de
sofisticagfio de todos os modelos, do mais simples ao mais complexo. Dentre os
modelos de maior uso na literatura, podemos citar:

- modelos de zero equaciio, ou modelos algébricos (Cebeci ¢ Bradshaw (1977)),

- modelos de duas equagdes, ou modelos diferenciais (Patel(1984), Wilcox(1988) e
Speziale(1992)),

- modelos algébricos das tensdes de Reynolds(ARSM) (Matinuzzi(1989)),

- modelo de transporte das tensBes de Reynolds(TRSM) (Hwang(1995)),

- simulagéio das grandes escalas(LES) (Silveira Neto e Pinho(1995)).

O sistema computacional deve também incluir respostas para pelo menos as seguintes
perguntas:

Qual 0 modelo mais adequado para determinado problema?

Qual o modelo de melhor relagfio custo/precisdo para um determinado problema?

(iii) Suportar em sua entrada de dados todos os sistemas de equagdes diferenciais
parciais advindos destes modelos de turbuléncia e tratar adequadamente todas as
patologias numéricas envolvidas na solucgio de tais sistemas de equagdes diferenciais

parciais.



(iv) Ter incorporado o conhecimento matematico formal destes sistemas de equagdes
diferenciais parciais e forneger uma estimativa de erro na soluciio de tais sistemas de
equagdes diferenciais parciais. Observe que ndo hd o minimo sentido em se obter uma
solugdo numérica com a precisdo da maquina que utilize um modelo de turbuléncia

inadequado.

(v) Lidar com geometrias tridimensionais extremamente complexas, por ser este o tipo

de dominio encontrado na pritica da engenharia.

Como parte dos continuos esforgos de capacitagio do Grupo de Estudos da
Turbuléncia(GET/PEM/COPPE/UFRI) na solugéo de problemas envolvendo
escoamentos turbulentos complexos, foi iniciada a tarefa de produzir. a partir do zero.
um sisterna computacional com as exigéncias minimas discutidas acima. A
preferéncia ao desenvolvimento de um cédigo préprio em detrimento da compra ou
melihoria de um pacote comercial existente, foi dada por considerarmos ser esta umna
escolha com mais atrativos a médio e longo prazo. Como ganho real para o gripo
podemos citar:

- a formac@o piena de recursos humanos na drea de métodos numéricos,

- 0 conhecimento completo do sistema sendo utilizado, e

- a capacidade de exportar conhecimento para outras dreas da ciéncia e da engenharia.
uma vez que a resolu¢do de modelos matemadticos independe da area de conhecimento
sendo estudada.

Tal cédigo incorporaria os estudos de turbuléncia ora em desenvolvimento no GET,
sendo baseado no método dos elementos finitos (Strang ¢ Fix(1973), Ciarlet(1978),
Hughes(1987), Johnson(1987), Zienkiewicz(1989)), e escrito integralmente em
linguagem de programagio “ANSNISO C” (Kernigham and Ritchie(1988) ¢
Plauger(1992)). O cédigo deveria ter também um desenvolvimento escaldvel, isto &,
ele deveria ser capaz de apresentar resultados jd numa fase inicial do seu longo

desenvolvimento.



Esta tese tem dois objetivos principais:

i) apresentar a concepgdo de um sistema computacional como descrito acima, e

i) apresentar o estado atual de desenvolvimento de tal sistema com a aplicagdo de
uma formulagdo de Petrov-Galerkin para escoamentos incompressiveis como descrito
em(Do Carmo, Traiano e Dos Santos (1996)). Tal formulacdo é baseada em (Karam
(1989)), entretanto, ao contrdrio desta, permite a eliminagdo total da pressdo a nivel
de elemento com a penalizacdo da média do divergente do campo de velocidade a
nivel de elemento. Tal formulacdo é aplicada na solugdo do cldssico problema de

Stokes (Batchelor(1990)).

O método dos elementos finitos ¢ um método numérico para a solugfio de sistemas de
equacdes diferenciais parciais que ocorrem na ciéncia e na engenharia.

Em mecénica dos fluidos, as patologias numéricas advindas de problemas com
convecgdo dominante (Cerqueira de Almeida(1993)) e restricio de
incompressibilidade (Karam (1989)), sio consideradas resolvidas deste o final dos
anos oitenta. Atualmente, as propostas de novas formulag8es de elementos finitos
estfo direcionadas para o aumento da precisfo da solugfio do escoamento no interior
de regides com singularidades com a utilizagdo de solugGes analiticas locais (Do
Carmo(1993)). Desta forma, o método dos elementos finitos ¢ considerado pelo
menos téo preciso na solugfio de modelos matematicos em mecénica dos fluidos
quanto os métodos mais tradicionais utilizados como o método das diferengas finitas
(Anderson(1984)) e 0 método dos volumes finitos (Patankar(1980)). Hoje o método
dos elementos finitos passa por uma fase de consolidagio e de otimizagio em sistemas
computacionais em mecanica dos fluidos. De fato, reducgéo de tempo de
processamento ¢ redugfio de requisitos de memoria sdo as palavras de ordem.

As principais vantagens do método dos elementos finitos sobre outros métodos

numéricos tradicionalmente utilizados em mecanica dos fluidos sfio as seguintes:



- a andlise matemadtica do problema continuo,

- a andlise numérica do problema discreto,

- a existéneia de estimativas de erro,

- a ficil implementacio de malhas adaptativas, com técnicas avancadas para geragio
automdtica de malhas nio estruturadas,

- obteng¢do de solugdo no dominio fisico(mudanca de varidvel s6 para integrar),

- facilidade no tratamento de dominios irregulares,

- facilidade no tratamento de condicdes de contorno gerais,

- formulacio independente da geometria do elemento e do polindmio interpolador,
- estrutura modular,

- consisténcia (a solucgio exata do problema satisfaz a formulag8o variacional),

- facilidade no tratamento de dados varidveis (tempo e espago), ndo-lineares e

anisotropicos.

A linguagem de programacgio “C” é uma linguagem de alto nivel e de uso geral
desenvolvida por Dennis Ritchie no Bell Labs em 1972 para o sistema operacional
UNIX. As qualidades que fizeram do “C” a linguagem de programacéo escolthida para
implementag¢ao do sistema computacional discutido acima foram sua portabilidade
com alta eficiéncia, sua clareza, sua notagdo compacta, os controles de fluxo e
estruturas de dados modernos, um imbativel conjunto de operadores, nenhuma
restricdo (o programador tem sempre razio), eficiéncia potencial mixima entre as

lingnagens de uso geral, e uso disseminado.



A seguir faremos uma breve descricdo do conteido deste trabalho.

No capitulo II apresentamos uma revisdo do método dos elementos finitos aplicado a
mecénica dos fluidos, bem como uma perspectiva histérica da linguagem de

programagéo “C”.

No capitulo IT1, a concepgio de um sistema computacional aberto, flexivel, extensivel.
reutilizdvel, portdvel e que atenda as exigéncias discutidas acima para a solucdo de

escoamentos reais em engenharia € apresentada.

O capitulo TV apresenta um estudo sobre o problema de escoamento lento. o qual
abrangera sua forma continua forte (diferencial ou pontual), sua forma continua fraca
(variacional), a forma fraca discreta - que € a formulacio mista de Galerkin classica -
¢ os problemas numéricos que ela apresenta (tais como trancamento do campo de
velocidades e oscilagtes do campo de pressdo) quando sdo utilizadas inadequadas
combinacdes dos espagos de interpolagdo para os campos de presséo e velocidade.
Finalmente, neste capitulo, apresentamos uma formulagdo de Petrov-Galerkin descrita
em (Do Carmo, Tratano ¢ Dos Santos (1996)) que permite a mesma ordem de
interpolacdo para pressio e velocidade, interpolacio descontinua para a pressdo e
interpolagao continua para a velocidade. A anélise numérica do novo método contém
prova de existéncia ¢ unicidade para o problema discreto como também estimativa da
taxa de convergéncia. E dada especial atencio A metodologia de eliminagdo total da
pressao a nivel de elemento (componentes constante por partes e de média nula) com

a penalizacdo da média do divergente do campo de velocidade a nivel de elemento.

No capitulo V sdo apresentados os resuitados para o problema de escoamento lento.
Tres probiemas sdo analisados: dois que possuem solugdo analitica e um outro que

representa o problema cléssico da cavidade.



No capitulo VI sdo apresentadas algumas conclusdes e sugestdes para trabalhos

futuros.



Capitulo II

O método dos elementos finitos e a linguagem de
programacao “C”

II.1- O método dos elementos finitos
I1.1.1- Generalidades

O método dos elementos finitos, como dito anteriormente, é¢ um método numérico
para a solucdo de sistemas de equagdes diferenciais parciais que ocorrem na ciéncia e
na engenharia. As principais vantagens do método dos elementos finitos sobre outros
métodos numéricos tradicionalmente utilizados em mecéanica dos fluidos foram
apontadas no capitulo anterior,

Nesta se¢fo, apresentaremos uma visfio moderna dos passos necessérios na andlise
matematica e numérica de um problema pelo método dos elementos finitos, sua
caracteristica de gera¢fo automdtica de malhas e adaptatividade e suas facilidades
computacionais. A sequir, apresentaremos uma breve reviso sobre a aplicagio do
método dos elementos finitos em problemas com convecgfio dominante e com

restrigio de incompressibilidade,
Andlise Matemdtica do problema continuo.

Durante a analise matematica do problema continuo devemos escrever a formulagfo
variacional do problema e responder em seguida as seguintes questdes: Qual ¢ a
regularidade minima de uma possivel solugfo e de suas variagdes admissiveis para
que a formulag8io variacional tenha sentido? Qual a regularidade minima dos

coeficientes dos operadores envolvidos e dos termos fonte para que a formulagio



variacional tenha sentido? Quais os tipos de condicdo de contorno possiveis? Qual a
regularidade minima da condigdo inicial e das condigdes de contorno para que a
formulagdo variacional tenha sentido? A solugfo existe e é inica? Como é a
dependéncia da solugiio em relagdo aos dados do problema? Como é a estabilidade da
solucdo? A solugdo possui singularidades? Qual € o comportamento da solucdo dentro

destas regides de singularidade?

Andlise numérica do problema discreto.

A anilise numérica do problema discreto compreende a restricio do problema a
dimensao finita dos espagos solucio e de ponderagio, os quais sdo sub-conjuntos dos
espagos de dimensdo finita originais. Esta restrigio fornece o método de Galerkin em
um ou mais campos de aproximagcao. Quando tais espacgos sdo escolhidos de uma
forma especial envolvendo a divisdo do dominio em sub-dominios ndo sobrepostos
(os elementos finitos), sendo gerados a partir de fungdes locais, geralmente
polindmios, com suporte compacto nestes sub-domfnios, é que obtemos o método dos
elementos finitos. Posto isto, devemos refazer todo o estudo da andlise matemética do
problema em dimensgo infinita agora em uma dimenséo finita. Em especial, devemos
descobrir se a existéncia, unicidade e estabilidade da solugéio estdo ligadas &
compatibilidade dos espagos de interpolagiio para os diversos campos envolvidos e/ou
a restrigdes severas no tamanho da malha. Quando tal situacio ocorrer. o método de
Galerkin ndo obterd bom desempenho na prética. A forma que se tornou padrio para
remediar tais patologias (Brooks, Hughes(1982)) ¢ a segninte: modificar a fungéo de
ponderagdo do método de Galerkin com a adi¢fio de um termo que dependa do
operador envolvido no problema e que seja escolhido de forma a estabilizar a solugdo
discreta, o que equivale a adequar a “fisica” do problema discreto  fisica do problema
continuo. Tais formulacdes sdo chamadas de formulac6es de Petrov-Galerkin e sdo
consistentes no senso dos residuos ponderados o que significa que a solugdo exata do

problema sempre satisfaz esta formulagdo discreta. Desta forma, formulacdes de
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Petrov-Galerkin aumentam a estabilidade e a precisfio sem perda de consisténcia. As
perturbagdes sfio introduzidas de forma descontinua e a nivel do elemento, e sdo
facilimas de programar em uma implementagfo j4 existente do método de Galerkin.
Agora, com a nova condi¢io de estabilidade proveniente da formulagio de Petrov-
Galerkin e da estimativa de erro do interpolante podemos obter uma estimativa de erro

da solug#o discreta em relagdo a continua.

Geragdo automadtica de malhas e adaptatividade

Devido as geometrias extremamente irregulares que ocorrem no campo da mecénica
dos solidos onde o método dos elementos finitos foi inicialmente utilizado nos anos
sessenta, o método ¢ o que hoje possui a maior maturidade na geragfo automadtica de
malhas nfio estruturadas sobre dominios tridimensionais gerais. De posse de uma
estimativa de erro para a solugio do problema, o método oferece uma grande
variedade de opgOes de modificacfio da malha de forma a reduzir o erro da solugio

numeérica obtida.

Facilidades computacionais.

Ap6s a escolha de qual formulacéio de (Petrov)-Galerkin a utilizar (a qual independe
da geometria do elemento e do polinémio interpolador), a implementacéo do método
dos elementos finitos ¢ totalmente operacional e automatizada sem inconsisténcias ou
ambiguidades. Isto facilita extremamente o tratamento de dados variaveis e condigdes
de contorno gerais. Outra caracteristica da implementagio do método dos elementos
finitos € a sua clara divisdo em médulos computacionais que executam tarefas

especificas e bem definidas.
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[1.1.2- Histérico dos problemas com convecgiio dominante.

As primeiras aplicagdes do método de Galerkin em equagdes de transporte com
convecgio dominante foram infrutiferas, uma vez que os resultados numéricos obtidos
apreseniavam grandes oscilagdes originadas na vizinhanga de camadas internas e
externas que se extendiam por todo o dominio do problema. Observando que o
comportamento apresentado era o mesmo do esquema de diferencgas centradas do
método das diferengas finitas, comegou-se a discutir uma forma de introduzir o
conceifo de diferengas avangadas no método dos elementos finitos. As primeiras
tenfativas com sucesso (ao menos no caso unidimensional) do método dos elementos
finitos em equagdes de transporte com convec¢do dominante foram conseguidos com
a modificagio do espaco das fungSes de ponderagio do método de Galerkin utilizando
fungbes continuas. Tais formulagBes apenas coincidiam no caso unidimensional
quando produziam uma soluco nodalmente exata para um problema convectivo-
difusivo a coeficientes constantes sem termo fonte. A generalizagio desses métodos a
varias dimensdes produziam diferentes resultados enire si, apresentando porém em
comun uma grande difuséo transversal ao campo convectivo. Esta fase embrionaria do
método dos elementos finitos em mecénica dos fluidos pode ser vista em Christie,
Griffiths, Mitchell e Zienkiewicz(1976), Heinrich, Huyakorn, Mitchell e
Zienkiewicz(1977), Heinrich e Zienkiewicz(1977), Hughes(1978).

Em Brooks e Hughes(1982) foi apresentado, pela primeira vez, uma formulagio de
Petrov-Galerkin consistente no sentido dos residuos ponderados e utilizando fungdes
de ponderagfio descontinuas. Foi neste trabalho que se introduziu um controle sobre o
gradiente da solug&o do problema na diregéo das linhas de corrente sem produzir a
excessiva difusdo transversal dos métodos anteriores. O procedimento era
independente do nimero de dimensdes, da geometria do elemento ¢ do polindmio
interpol_ador. Ele, entretanto, ainda estava restrito a problemas estacionarios e

apresentava oscilagdes localizadas na vizinhanga de camadas internas e externas. O
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método apresentado passou a ser conhecido como SUPG(Streamline Upwind Petrov-
Galerkin).

Em Johnson, Navert e Pitkaranta(1984) foi introduzido o conceito de elemento finito
no tempo, sendo o SUPG modificado de forma a adicionar um controle sobre o
gradiente da solugfio do problema sobre as linhas caracteristicas de forma continua no
espago € descontinua no tempo.

Mizukami e Hughes(1985) introduziram a idéia de controlar o gradiente da solugdo do
problema na dire¢fo de um campo convectivo auxiliar obtido como funcio do
gradiente da soluc@o aproximada. Desta forma. o método assim en gendrado € ndo-
linear mesmo que o problema original seja linear (0 mesmo pode ser dito para
qualquer método de captura de descontinuidade diferencial). Apesar dos excelentes
resultados (grande preciséo e completa eliminagdo das oscilacoes localizadas do
SUPGQG), 0 método estava limitado a um problema estaciondrio sem termo de absor¢io
¢ a elementos triangulares lineares.

Em 1986, Hughes, Malet ¢ Mizukami introduzem um operador de captura de
descontinuidade, o qual adicionado ao SUPG elimina suas oscilages localizadas
quando somente termos convectivos e difusivos estdo presentes na equacio. O método
assim formado € chamado de DC2 (Descontinuity Capture - 2).

Em Do Carmo e Galedo(1988), é apresentada uma melhor elaboracdo na linha da
direciio de "upwind" aproximada dando origem ao método denominado
CAU(Consistent Approximate Upwind). Este método elimina totalmente as
oscilagbes localizadas do SUPG mesmo com todos os termos da equaciio presentes.
Entretanto, observa-se uma perda de precisdo em relacio ao SUPG em solugdes
regulares.

Em Hughes, Franca, e Hulbert(1989), apresenta-se o método GLS(Galerkin Least
Squares), uma alternativa com solucdes equivalentes ao SUPG porém com andlise

numeérica muito mais simples.



13

Do Carmo e Galedio(1991), apresentam o método CCAU(Controlated Consistent
Approximate Upwind) o qual possui a mesma solugdo do SUPG em solugdes
regulares e mesma solugio do CAU em solugdes singulares.

Uma abrangente revisdo dos trabalhos desenvolvidos nos anos oitenta e que envolvem
a forma simeétrica das equagdes de Navier-Stokes para escoamentos compressiveis
utilizando varidveis de entropia pode ser encontrada em Shakib e Hughes(1991). Em
especial, nesta €poca. € introduzido um novo operador de captura de descontinuidade
baseado em minimos quadrados o DCQ(Discontinuity Capture Quadratic).

Em 1993, Do Carmo apresenta uma alternativa aos operadores de captura de
descontinuidade diferenciais(DC2, CAU , DCQ, etc.). Utilizando-se o GLS. o que
produz resultados estdveis e precisos a menos de vizinhancas de singularidades. e
ntroduzindo-se graus de liberdade adicionais somente no interior das regides com
singularidade (€ sugerido um método para identificar estas regides.), pode-se utilizar
fun¢bes de ponderagdo especiais obtidas a partir da solucio analitica local do
problema no interior da regifo com singularidade. Isto dd origem a um método linear
com superior estabilidade ¢ precisdo dentro das regides com singularidade em relacio

aos métodos de captura de descontinuidade diferenciais.

Pelos motivos acima. consideramos as metodologias alinhadas com Do Carmo(1993)
como o caminho natural para o desenvolvimento de novas formulagées na drea do

méiodo dos elementos [initos.
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II.1.3- Histérico de problemas com restricio de incompressibilidade

Para problemas com restri¢do interna de incompresibilidade. como o problema de
escoamento lento, o probiema de Stokes, a primeira dificuldade € a satisfacdo & priori
da restri¢do quando o problema é formulado em varidveis primitivas, ou seja, em
fung¢do da pressiio e da velocidade.

A utilizagdo de fun¢do de corrente de forma a satisfazer a restrigdo de
incompressibilidade de forma exata possui alguns inconvenientes como ser restrita
apenas ao espaco de duas dimensdes e de obter as varidveis de interesse, a pressio e a
velocidade. a partir de derivadas (com consequente perda de precisio).

Uma primeira tentativa de evitar a satisfagio  priori da restricio de
incompressibilidade foi obtida através do método de penalizacéo de
Zienkiewicz(1974) que introduz uma pequena “compressibilidade” no problema e
procura a solugao quando esta “compressibilidade” tende a zero. Desta forma.
consegue-se satisfazer aproximadamente a restrigdo de incompressibilidade. mas ndo
consegue-se convergir na forma discreta, exigindo-se a formulacio uma forma
discreta diferente da continua com a utilizago de técnicas de integracio reduzida on
integracao seletiva do termo penalizado.

Uma alternativa natural de satisfazer a restricdo de incompressibilidade de forma
aproximada, a principio. € a técnica dos multiplicadores de Lagrange, a qual introduz
a restricdo de incompressibilidade na forma variacional do problema, gerando assim
um modelo que quando aproximado (restrito a espagos de dimensio finita) é o
classico método misto de Galerkin. A partir dai, surge uma nova complicago pois
sabe-se que muitos elementos (como os altamente atrativos do ponto de vista
computacional que possuem a mesma ordem de interpolagfio para os campos de
pressdo e velocidade.) ddo origem a fendmenos indesejdveis como o trancamento do
campo de velocidade (o campo de velocidade pode se anular em todo dominio) e a
oscilagOes espirias do campo de pressio. Assim, a construcio de aproximacdes de

elementos finitos mistos estd relacionada com o problema da escolha de combinagoes
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entre as interpolagGes de pressdo e de velocidade. A compatibilidade entre as
aproximagdes para problemas eliticos lineares é ditada pelas versoes discretas do lema
de Babuska(1971), ou do teorema de Brezzi(1974), que fornecem condicoes de
existéncia, unicidade e estabilidade para estes problemas. No caso de problemas com
restrigéo interna, ao contririo daqueles que se ajustam aos modelos cinemdticos, as
propriedades do problema continuo nio séio autométicamente transferidas para o
problema discreto. Consequentemente, as condigdes de compatibilidade devem ser
verificadas para cada escolha particular dos espagos de aproximaco. Quando posto a
esta prova. o método misto de Galerkin fornece muito poucas combinagdes estdveis.
Em Malkus e Hughes(1978). demonstrou-se a equivaléncia entre os métodos de
penaliza¢io com integragdo reduzida ou seletiva e os métodos mistos atrives da
equivaléncia entre as matrizes de rigidez de ambos os métodos.

Karam (1989), propde uma formulagio mista de Petrov-Galerkin que permite
interpolagdes de mesma ordem para a pressio e a velocidade com a pressio
interpolada de forma descontinua e a velocidade de forma continua. Com esta
formulago, elimina-se a componente com média nuia da pressio a nivel do elemento.
Entretanto, a componente constante por partes da pressdo tem que ser determinada de
forma acoplada com o campo de velocidade para cada elemento. o que reduz o apelo
desta metodologia em relagdo a de pressio total continua.

Franca e Frey(1992) utilizam um formulaco equivalente a de Karam (1989) porém
com pressio continua.

Na resolug@o das equacdes de Navier-Stokes incompressiveis feitaem Sampaio et
alli(1993), observa-se que a corrente em elementos finitos que procura transportar
metodologias populares em diferencas finitas para elementos finitos continua em
franca atividade at€ os dias de hoje. Naquele trabalho, uma abordagem totalmente
distinta € utilizada. Inicialmente, faz-se uma discretizagdo centrada no tempo das
equacdes de Navier-Stokes incompressiveis, sequida pela minimizagfo, no sentido
dos minimos quadrados dos quadrados das equagdes de quantidade de movimento, em

relacdo ao campo de velocidade desconhecido de forma a obter uma nova formulagdo
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de Petrov-Galerkin. Em seguida, obtém-se uma equagio de Poisson para a pressao.
combinando a equacio de continuidade com a minimizaco, no sentido dos minimos
quadrados dos quadrados das equagdes de quantidade de movimento, em relacdo ao
campo de pressdo incognito. O procedimento usa um algoritmo de resolugiio

segregado semelhante ao algoritmo SIMPLER de Patankar(1980).

No presente trabalho apresentamos uma nova formulagio de Petrov-Galerkin que
acresce a metodologia de Karam (1989) a possibilidade de eliminaco total da pressao
a nivel de elemento, o que efetivamente reduz um grau de liberdade das incégnitas do

problema por ponto no sistema de equacdes a ser resolvido.
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IL.2- A linguagem de programacio “C”

A linguagem de programacdo “C” € uma linguagem de alto nivel e de uso geral
desenvolvida por Dennis Ritchie no Bell Labs em 1972 para o sistema operacional
UNIX. Ao longo dos anos, a linguagem apareceu em diferentes sistemas. satisfazendo
a necessidade dos programadores que necessitavam desenvolver aplicacoes que
independessem de plataforma. Uma vez que a linguagem de programagio “C” nunca
fo1 formalmente definida, cada implementacio interpretou o comportamento da
linguagem de formas diferentes em muitas circunstancias, introduzindo também suas
proprias extensdes. Como resultado, o Santo Graal, o Cilice Sagrado. da portabilidade
nunca foi atingido. Em 1982, o ANSI{American National Standards Committee)
formou o comit€ técnico X3J11 sobre a linguagem de programacio “C” com o
proposito de definir formalmente a linguagem de programagio “C” de forma néo
ambigua ¢ independente de maquina, incluindo um pré-processador e um conjunto de
bibliotecas padrio, descrevendo sua interagdo com o ambiente de execugdo. O padrdo
americano ANSI para a linguagem de programacio “C” foi completado em 1989
sendo formalmente conhecido como ANSI Standard X3.159-1989. O padrio a nivel
internacional ISO/C foi completado em 1990. Com excegdo feita aos detalhes de
formatacéo e numeracdo das segdes. os dois padrdes sdo idénticos. O ISO/C é
formalmente conhecido como ISO/IEC Standard 9899:1990.

A linguagem “C” € algumas vezes referida como uma linguagem de “baixo nivel” em
referéncia ao fato de que os programadores “C” tendem a pensar em termos de bits,
bytes, endere¢os e outros conceitos fundamentais de programadores Assembly.
Entretanto. a lingnagem “C” possui amplo espectro suportando também caracteristicas
tipicas de linguagens de “alto nivel”. Controles de fluxo, estruturas de dados,
programagao estruturada e modular, sdo adi¢des recentes a muitas linguagens de alto
nivel, mas que tem estado com o “C” desde a sua concepgdo. A linguagem “C”

oferece ao programador a capacidade de escrever aplicagdes em um nivel logo acima

do da linguagem Assembly da maquina.
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Esta € uma estupenda caracteristica, uma vez que os modernos compiladores “C”
geram um melhor cédigo do que todos os outros, menos o melhor programador
existente em Assembly. “C” € uma linguagem de uso totalmente geral, amplamente
disponivel, amplamente utilizada, independente de computador e sistema operacional

utilizado, e com eficiéncia em tempo de execugiio e espaco comparédveis ao Assembly

do computador hospedeiro.

Em 1990 o ANSI formou um novo comité técnico, o X3J16, para padronizar a
linguagem de programagao C++ (Stroustrup e Ellis(1990)), lancando em 1995 a
primeira versao do padrio ANSI/C++. O padrio definitivo do ANSI/C++ deve ser
liberado em breve. Na codificacdo de nosso sistema computacional utilizamos um
subconjunto do padrdo ANSI/ISO/C totalmente compativel com a versio do
ANSI/C++ e forgosamente com sua versdo final.

As qualidades que fizeram do “C” a linguagem de programacio escolhida para
implementagdo do presente sistema computacional foram, como dito anteriormente.
portabilidade com alta eficiéncia, clareza, nota¢ao compacta, controles de fluxo ¢
estruturas de dados modernas, um imbativel conjunto de operadores, nenhuma
restri¢do, eficiéncia potencial mdxima dentre as linguagens de uso geral, uso

disseminado.
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Capitulo III

A concepcao de um sistema computacional para a
solucao de escoamentos reais

Neste capitulo, apresentamos a concep¢o de um sistema computacional aberto,
flexivel, extensivel, reutilizdvel, portdvel e que atenda as exigéncias discutidas para a
solugdo de escoamentos reais em engenharia. Sdo apresentados os conceitos gerais de
tal sistemna, as convengdes de programagao utilizadas e os médulos atualmente

implementados.

II1.3- Descricao do sistema

A idéia original na elaboracio do presente sistema computacional foi perceber o
cardter de modularidade computacional que o método dos elementos finitos possui e
pensar em como levar esta modularidade as suas dltimas consequéncias. O método
dos elementos finitos possui em qualquer implementacio médulos com
funcionalidade bem definida: geometria do elemento finito utilizado (que chamaremos
doravante de elemento), tratamento de transiente e(ou) ndo-linearidade(que
chamaremos doravante de estratégia), célculo da matriz elementar ¢ do vetor de carga
elementar(que chamaremos doravante de esquema) e calculo da solucio do sistema de
equagdes lineares (que chamaremos doravante de solver). Em especial, para referéncia
futura, consideraremos o gerador de malhas como parte da funcionalidade bdsica do

sistema e ndo como um médulo no sentido discutido agui.

Porém, apesar destes médulos terem a mesma funcionalidade bdsica em todas as

implementagdes, eles ndo possuem uma interface comun devido as suas diferencas
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intrinsecas, como as que existem entre um solver iterativo e um solver direto, por
exemplo, o que obriga mudancas a serem realizadas no restante do programa quando
um novo mddulo € introduzido. Isto a principio ndo faz sentido uma vez que a
funcionalidade do médulo € a mesma. A forma escolhida para evitar essa

inconsisténcia foi a seguinte:

1) definir o que € funcionalidade bésica do sistema (que deve ser desenvolvida pelos
responsaveis pelo sistema) e qual € o conjunto de interfaces para os médulos
(elemento, estratégia, esquema, solver), os quais permitem a extensio do sistema por

terceiros,

2) definir estas interfaces de forma abstrata e altamente estruturada de forma a ocultar
do restante do programa o médulo realmente chamado (desta forma tornando
desnecessdria qualquer modifica¢@o do programa quando um novo médulo é

adicionado ao sistema), ¢

3) documentar estas interfaces e garantir que um novo médulo de qualquer tipo que
obedeca esta interface podera inter-operar com qualquer outro médulo registrado no

sistema.

Pensemos no seguinte exemplo prético: sejam 4 pessoas 4,B,C,D que vio
implementar novos médulos (um de cada tipo) para o sistema. A principio as pessoas
ndo se conhecem e vio ter que confiar na consisténcia de cada interface de médulo
para gue os novos médulos desenvolvidos por eles possam inter-operar entre si,

A pessoa A desenvolveu um elemento bi-quadritico; a pessoa B desenvolveu uma
estratégia ndo-linear globalmente convergente; a pessoa C desenvolveu um esquema
novo com operador de captura de descontinuidade e a pessoa D desenvolveu um
solver iterativo com pré-condicionador. Os médulos irdo inter-operar através de uma

consistente, abstrata e documentada interface de registro de médulos que garante a
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inter-operabilidade entre os mddulos que obedegam esta interface. Sobre o ponto de
vista de um usudrio final do sistema, que vai apenas usar o sistemna para um célculo,
cle apenas consulta os modulos registrados em cada categoria ¢ escolhe o que lhe for

mais adequado.

Na Fig III.1 € apresentado um esquema geral do sistema ,como concebido, destacando
seus pontos principais. O sistema adquiriu caracteristicas bem definidas de sistema
aberto, flexivel. extensivel. reutilizdvel e portdvel como ditam as normas de

programacéo de sistemas.

Sisterna aberio.

De forma a inter-operar com padrdes de fato e de direito do mercado. o sistema possui uma
interface bem definida para a introdugio de filtros de importagio de geometria
provenientes de programas de "CAD"(desenho assistido por computador) de terceiros, bem
como de filtros de exportagio para programas de visualizacao de terceiros. Entretanto, o
programa sempre efetua o processamento em seu formato interno em fungéo do
desempenho.

A documentagdo para terceiros que queiram agregar funcionalidade ao sistema(registrando
novos médulos) € clara, ndo ambigua e completa. Isto significa que ndo existem interfaces
“nio-documentadas” de uso exclusivo dos desenvolvedores do sistema bésico. Isto
significa que os desenvolvedores do sistema e as pessoas que vao extendé-lo estardo em
igualdade quanto ao nivel de estruturacio e disciplina de programacéo exigidos pelo

projeto original do sistema.
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Sistema flexivel.

Em um sistema computacional altamente estruturado e organizado algumas vezes nos
deparamos com o seguinte problema: é necessdrio implementar um novo médulo cuja
implementagéo ¢ incompativel com a funcionalidade basica contida na interface da pilha de
modulos tratada. Por isto, o sistema possui uma interface de “porta dos fundos”
documentada para estes casos quando o novo médulo requer para si a responsabilidade de
toda a implementacdo. A exigéncia deste tipo de interface também é feita quando existe a
necessidade de registrar um médulo com restricdes de desempenho acima da média. de tal
forma que a sua implementagdo ndo possa ter nenhum "overhead" associado com os niveis

de abstracdo do sistema.

Sistema extensivel.

O sistema possui uma documentagio bem clara explicitando todos os passos necessarios
para a adigéio de um novo médulo, em especial diferenciando recomendacdes de

implementacio e de restri¢des de implementacio.

Sistema reutilizdvel,

Como boa pritica em programagfio de sistemas, o maximo de funcionalidade bésica é
implementada para cada pilha de médulos, reduzindo ac minimo a quantidade de cédigo a
ser escrita e garantindo que a codificagio necesséria seja 0 minimo necessdrio para
diferenciar um médulo registrado de outro. Desta forma, todo o cédigo comum possivel é
implementado apenas uma vez, reduzindo brutalmente o custo de desenvolvimento e

depuracao de um novo médulo.
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Sistema portdvel.

Compativel com qualquer Compiladon\Sistema Operacional\Computador que suporte o
padrdo ANSIC. Compativel para inser¢io em qualquer programa devido a sua arquitetura

de ponto Unico de entrada.

IIL.2- Convencdes de programacéio

Uma norma basica em programacao de sistemas ¢ estabelecer regras bem claras sobre o
cddigo a ser escrito e respeitd-las sempre. Além do fato de adotarmos completamente o
padrio ANSINC e a compatibilidade total com C++ (o que jd envolve um grande
detalhamento técnico e conhecimento destas linguagens), foram utilizadas convengdes
gerais de programagao, as quais podem ser divididas nas seguintes categorias:
documentagio, checagem de erros. convengdes de nomes, estilo de codificagio e facilidade

de manutencgio.

Documentacdo.

Foi adotado um extenso e agressivo conjunto de convengdes de documentacio de codigo
que envolvem a documentagéo geral dos arquivos do cddigo fonte do programa, a
disposi¢do do c6digo no interior dos arquivos, documentacfio de protétipos de fungées
indicando claramente o propdsito de cada argumento, documenta¢io de nomes em geral e
do restante do cddigo. Foi também dada especial atengio a forma de escrever o cédigo, sdo
convengoes que nao afetam o codigo de mdquina gerado, entretanto facilitam imensamente
a leitura e manutencio do cédigo fonte. E dada especial atengdo ao estilo de loops e

controles de fluxo, identaga@o de blocos ¢ legibilidade de cédigo.
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Checagem de erros.

Foi utilizado um sistema de tratamento de erros unificado ¢ centralizado para todo o
sistema computacional. Tal procedimento envolve a checagem de argumentos de funcdes e
deteccdio de erros em sua execugio. Quando uma funcio detecta um estado inconsistente
como estes. ela imediatamente encerra sua execugio e retorna um cédigo indicativo do erro
ocorrido que pode ser tratado de forma adequada pelo cédigo chamador.

Os dados de entrada do programa também sofrem uma validacio rigorosa e dados

inconsistentes sao rejeitados.

Convengoes de nomes.

Os nomes de fungdes e tipos de dados sdo escolhidos de forma a associd-los com a drea do
programa em que sio utilizados. Extremo cuidado é também tomado com a escolha dos
nomes de varidveis de forma a identificar(apenas pelo nome) imediatamente seu tipo,classe

de armazenamento, escopo, ligagdo e utilizagio.

Estilo de codificagao.

Esta ¢ uma parte critica do projeto ¢ que afeta diretamente o cédigo de maquina gerado, em
especial ndo € assumida nehuma condicio sobre o otimizador do compilador utilizado para
gerar o cOdigo. Foram estudados entre outros tépicos: forma e situacio para introducio de
tempordrios, reordenacéo e aprofundamento de loops, equilibrio entre chamadas de fungio
¢ codificagfio em linha, consideraces sobre aritmética em ponto flutuante(precisio finita) e
andlise numérica em geral e gerenciamento de memdria racional de forma a evitar a
fragmentagdo do "heap” e utilizar com eficiéncia os grandes espacos de enderecamento

virtual oferegidos pelos modernos sistemas operacionais.
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Facilidade de manutengdo.

Uma grande dificuldade na manutengio de um sistema computacional é a mudanca dos
protétipos das fungdes quando novos recursos sdo adicionados (geralmente novos
argumentos sio introduzidos) & medida que o sistema evolui. De forma a manter os
mesmos prototipos das funcdes & medida que o sistema se desenvolve, sdo utilizados
intensivamente ponteiros para estruturas como argumentos das fungdes, o que permite que
nova funcionalidade seja adicionada modificando os campos existentes de tais estruturas e
acrescentando novos campos a estas estruturas. enquanto mantendo a mesma interface de
fun¢des. Indo além. utilizando intensivamente estruturas e disciplinando sua manipulagio a
um conjunto bem definido de fun¢des, introduz-se um alto grau de organizacio e
flexibilidade ao c6digo. A utilizagfio de ponteiros para estruturas como argumentos de
funcao também tem o efeito benéfico de reduzir o nimero de argumentos por fungéo, uma
vez que os compiladores modernos geram os cédigos de chamada a fungdo, passando os
argumentos em registradores. Reduzir o niimero médio de argumentos por funcfo, ¢ passar

coIno argumentos apenas inteiros e ponteiros, € normalmente uma boa prética.

II1.3- Os médulos atuaimente implementados

Elemento.

Elemento quadrilatero bilinear com 2x2 pontos de integragdo numérica de Gauss.

Solver.

Foi implementado um método direto chamado método frontal. O génesis do método frontal
€ perceber que o processo de construgio da matriz global do sistema pode se processar em

paralelo com a eliminagfo Gaussiana. Desta forma, os graus de liberdade s&o adicionados a
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matriz frontal e eliminados assim que todas as suas contribuicdes elementais forem
totalmente somadas. A matriz frontal é uma matriz quadrada contendo somente os graus de
liberdade ativos que ainda vao ser eliminados. Entdo, a matriz global do sistema nunca ¢
construida, uma vez que que todos os graus de liberdade inativos podem ser removidos da
matriz frontal e guardados. A dimenséo da matriz frontal é denominada largura da fronte.
As mudangas nesta largura da fronte prosseguem uma vez que um grau de liberdade seja
completamente somado; entdo, a eqﬁag:'zio apropriada € reduzida ao longo do seu pivé para
uso no posterior processo de substituigdo ao contrario(back-substitution). Quando todos os
clementos forem somados, € todas as equagdes forem reduzidas, o processo de substituicdo
ao contrdrio(back-substitution) ird produzir os valores para todos os graus de liberdade.
Uma vez que, grande parte das operagdes se processa ao nivel da matriz frontal. a
cficiéncia do método depende fundamentalmente da largura da fronte. De forma a
minimizar o tamanho da fronte deve-se tomar cuidado com a numeracio dos elementos da
malha. Nossa implementac¢do do método frontal baseia-se em Berry(1991) que fornece o
cédigo fonte em “C” de sua implementagdo. Apesar de ofereger claros avangos em relagio
a implementagdes anteriores do método frontal, esta implementaciio apresenta um estilo
pobre e confuso, parecendo muitas vezes ter sido obtida a partir de um fonte em
FORTRAN através de um programa tradutor automatico. No presente trabalho, efetuamos

os seguintes aperfeicoamentos e modificacdes:

- adequamos o algoritmo a nossas convencdes de documentagio, estilo de programacio,
estilo de codificagdo e a interface de médulo de solver de sistema linear no nosso sistema
computacional,

- restringimos o algoritmo a uma malha com os mesmos tipos de elemento e mesmo
numero de graus de liberdade por ponto,

- valendo-nos dos grandes espagos de enderecamento virtual dos modernos sistemas
operacionais nio utilizamos arquivos temporarios,

- determinamos exatamente o valor da largura do fronte a priori,
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- permitimos a eliminagio de todos os graus de liberdade somados em uma mesma

iteracio.

Na Fig II1.2 € mostrado um diagrama do método frontal indicando a metodologia de

montagem da matriz gobal sendo feita em paralelo com a eliminagio de Gauss.

Esquema

Foi implementada uma formulagdo de Petrov-Galerkin proposta em Do Carmo, Traiano,
Dos Santos (1996) a qual permite a mesma ordem de interpolagio para a pressdo € a
velocidade. interpolacio descontinua para a pressfo e interpolagdo continua para a
velocidade. com a total eliminagdo da presséo a nivel do elemento(componentes
constante por partes ¢ de média nula) através da penalizacdo da média do divergente do

campo de velocidade a nivel de elemento.

Estratégia

Uma vez que o problema aqui discutido € estaciondrio ¢ linear, nio discutiremos esta

classe de modulo.

Gerador de malhas

Como difo acima acima nao consideramos o gerador de malhas como um médulo no
sentido discutido neste trabalho, uma vez que estipulamos que ele fosse parte da
funcionalidade basica do sistema e nfo uma interface para desenvolvimento de modulos
por lergeiros, comos sao as interfaces de médulos: Elemento, Solver, Esquema e
Estratégia.

Entretanto foi desenvolvido um gerador de malhas bidimensional com reduzido custo de

implementacio e processamento para nossas necessidades imediatas. O esquema de
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geragao de malhas utilizado consiste na divisdo do dominio em sub-dominios
quadrilateros generalizados, os macro-elementos, cuja informacio de conexdo varia de
acordo de acordo com o esquema de divisdo do dominio em macro-elementos adotadoe, o
que lhe confere a classe de gerador semi-automdtico. Cada macro-elemento é mapeado
isopardmetricamente através do elemento quadrildtero padriio no dominjo computacional
e através da informacdo de conexdo dos macro-elementos citada acima a malha é gerada

sobre todo o dominio fisico do problema.

Nas figuras Fig II1.3 e Fig IIL.4 sdo apresentados alguns esquemas de divisdo em macro-

elementos possiveis e exemplos de malhas geradas respectivamente.
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CAPITULO IV

Problema de Stokes

Sd0 apresentadas as equagdes que descrevern o escoamento de um fluido newtoniano ¢
uma andlise bdsica das escalas das varidveis do escoamento. Posteriormente é discutido o
problema do tratamento da restricio de incompressibilidade em elementos finitos. E
apresentada uma formulagio de Petrov-Galerkin baseada em Karam(1989), que adiciona
a esta metodologia a possibilidade da total eliminacdo da pressdo a nivel de elemento com
a utilizagdo de uma penalizagdo que incide sobre a média do divergente do campo de
velocidade a nivel de elemento. So apresentadas provas de existéncia e unicidade para o

problema discreto bem como a estimativa da taxa de convergéncia.

IV.1 - As equacdes de movimento de um fluido newtoniano

As equagdes que regem o movimento de um fluido newtoniano sio derivadas de
principios de conservagdo (massa, quantidade de movimento e energia), sendo conhecidas
como as equagbes de Navier-Stokes. Uma dedugdo completa destas equacdes pode ser
encontrada em textos cidssicos de mecanica dos fluidos, (Batchelor (1990)) , nesta secao
serdo apresentadas apenas as equagdes em sua forma final. E usada a convencido de soma
de Einstein a menos que se diga explicitamente o contrdrio. E sdo adotadas as seguintes

hipéteses:
- escoamento incompressivel
- propriedades fisicas constantes no dominio (Q)

- 0 flnido é considerado newteniano
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- 0 escoamento ¢ laminar
- 0 fluido escoa em regime permanente

Equagfio da continuidade

——L=0 em Q (4.1a)

Equagfo de quantidade de movimento

oU. oo
pU, ox, —ng—’=pfi(x) em O (4.1b)
onde,
o;=—p&; + oU; +%
ij po; T axj ox,

Uj; , campo de velocidades
p , campo de pressdo

f; (%), termo fonte

p , massa especifica

u , viscosidade

8jj , delta de Kronecker

i=123 e j=123
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Rudimentos de adimensionalizacdo

A equagdo (4.1b) pode ser re-escrita desprezando o termo fonte, da seguinte forma:

2
g, U

' ox. Ix. +u8xjaxj

J 1

4.2)

Analisar as equagOes em funcéo de varidveis adimensionais é sempre titil, de formaa
ampliar o entendimento do fendmeno como parametrizar o problema de forma a facilitar

o seu estudo.

Considerando um escoamento com uma determinada velocidade caracteristica U'(em
todas as componentes do campo de velocidade) um comprimento caracteristico L(em
todas as coordenadas espaciais), pode-se fazer uma andlise da ordem de grandeza dos

termos da equaciio (4.2) da seguinte forma:

UI 2
termo de inércia : O(p —L—]

termo de pressao : O(%)

scoro: O{u )
termo viscoso : O 1 e

Se para um determinado escoamento tem-se velocidades muito altas (ou [L muito
pequeno, ou ainda L muito grande), analisando (4.2) espera-se que haja um balanco entre
o termo de pressdo e o termo de inércia, ou seja espera-se que os efeitos viscosos sejam
despreziveis comparados aos de inércia e portanto o termo de pressio seja da ordem dos

termos de inércia, tem-se portanto:

(r2)wof2) = p=oto
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Uma admensionalizagdo coerente pode ser dada por:

U=t

Ui
. X
X =—L
"L
p =L

pU'Z

A equacao (4.2) pode ser portanto reescrita da seguinte maneira:

U*ELL:—. apt +L BZU:
"9x;  oOx; Re oxjox]

4.3)

Onde Re € o nimero de Reynoids que ¢ dado pela seguinte expressio:

_ pLU'
1l

Re

Portanto para escoamentos com altos nimeros de Reynolds tem-se:

aU*i 0
X i

UL 3

Tox]  ox;
guando Re > (4.4a,b)

conhecida como equagdes de Euler.

A equagho de Euler ndo pode ser usada numa regifio proxima i parede, ja que a omissdo

dos termos viscosos nesta regifio nfo satisfaz a condicfo de nio deslizamento.
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Considerando agora a situagio inversa, ou seja um escoamento onde U’ ou L sfio muito
pequenos, as forgas de inércia sdo despreziveis quando comparadas com os efeitos

viscosos, espera-se portanto que o termo de pressio seja da ordem do termo viscoso:
U| p uUI
L = - = = -

A velocidade e a varidvel espacial podem ser adimensionalizadas da mesma forma como

foi feito acima, j4 uma adimensionaliza¢do coerente para a pressio é dada por:

+ P

P =t

pU'/L

Reescrevendo a equagio (4.2) em termos dos pardmetros adimensionais tem-se:

. oU; dp- U]
It = i
Re U, ax; ax;+axfax 4.5)

&
77

Portanto para escoamentos com baixos ntimeros de Reynolds temos:
U, 0
axx‘;

dp- U

H

W ot T
Jx;  Ox0x;

0=-—

quando Re >0 (4.6a,b)
conhecida como equacio de Stokes (Batchelor (1990)).

Os escoamentos governados pelas equagtes (4.6a,b), também conhecidos como
escoamento lento, tem aplicacdes préticas limitadas, porém € ponto de partida para a
andlise de uma série de problemas mais gerais governados pelas equagdes de Navier-
Stokes, este € um dos motivos pelos quais resolveu-se fazer a simulagio numérica destes

tipos de escoamentos neste trabalho.
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O problema a ser resolvido nesta tese(o qual € uma pequena variagéio do problema de

Stokes) pode entfio ser formulado na sua forma forte como:

Seja O uma regifio aberta limitada em R, n = 2,3, com contorno suave por partes I’

tal que Q = QUT e com normal exterior aI” z. O problema forte consiste em:

Dados Dj(x), N;(x), g(x) e fj(x) determinar {U,p}, tal que:

au.

— L= Q 473.
- g(x) em (4. 7a)
%, £(x) em Q (4.7b)

——2=f(x) em :
ox, !

com as seguintes condigbes de contorno
U.(x)=D,(x) em Ty (4.7¢)
o0, (x) =N;(x) em [y (4.7d)

r=T,Ur, e T,NI,=@

onde:
. =— 6 &‘F%
ij p ij i’l' aXJ Sxi
Obs.:

Devido a incompressibilidade tem-se: 1’y =& = IDini dl’ = L g(x}dQ  (existéncia)
. r

Considerando que na equacio da quantidade de movimento a pressdo aparece apenas no

termo do gradiente tem-se que: se Iy = = J‘p dQ=0 (unicidade)
Q
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IV.2 - Formulagio mista de Galerkin

Como discutido no capitulo II a forma mais natural de introduzir a restri¢éio de
incompressibilidade na forma variacional do problema € a utilizagfio da técnica dos
multiplicadores de Lagrange. Tal método quando restrito a espagos de dimenséo finita
¢ o método misto de Galerkin , cuja utilidade pratica depende da compatibilidade dos
espagos de interpolacfio para pressfo e velocidade. S&o apresentadas diversas
definigdes, ¢ a formulagfo mista de Galerkin continua e discreta para o problema de

Stokes.

Seja D(€2) o espaco das funges infinitamente diferencidveis com suporte compacto
em Q, cujo dual, D'(2) é o espago das distribui¢des ¢ a dualidade entre D(£2) e D'(C2)

definida por

(£,6) = [ dC2, V¢ eD(Q), V f eD' (Q)

Para o = {a;,,,...,0, } € |a]=a, +o,+...+a, definimos 0°f, derivada de ordem a

de f no sentido das distribuigdes, como
(O"£,4)=(-D"(£,8°¢), V¢ eD(Q),

onde

2"(-)

0y a2 Un
o"x, 0x, ... 0%,

()=

Sejam também

1) L2(€Q): espago das fungdes quadrado integraveis, definidas no dominio €2, com

produto interno

0:)=[padQ,  ¥p,qeLl’(Q),
Q
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ou seja,

L(Q) = (q:Q - R: [q” dQ < oo},
Q

com norma

nquznqu[,:(jq2 dQ}z =(q,9)%, Vqel*(Q)
Q

2) (L3 (Q))NG o produto cartesiano de L2(Q) NG vezes, com produto interno

(P Donxa = | 4, P; 4Q ¥peqe(L(Q)"

€ normes

12

||p"0_NG ={(PsPong }
3) HM(€2): subespago de L2(Q), tal que paracadam =0
H™(Q) = {f € L*(Q); Vo, lol< m, 3%f e L*(Q)},

com produto interno

(f,8)n = 3, [3*F"gdQ, Vf,ge H™(Q),

ialsm £
norma
Wl = (f, )
€ seminorma
Il = (™f,0™f)"2.

4) (H‘(Q))NG o produto cartesiano de H1(£2) NG vezes, com produto interno
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(£.8)n6 = Z jaafi d%g, dQ, vi.g E(H](Q))NGa

oSl D
€ norma
1€l e = {(F. D) ne }

5) Hy(Q): subespago de L2(2), tal que

H(Q) = {q e *(Q), 8q e L*(Q): q| = 0},
com norma

llall, = (lalls Hldlls )2, Vg eHy ()
€ seminorma

lal ={l8ally,  ¥q eHy(Q).

6) Q e QV: espagos dos campos de presséio e das variagdes para a pressdo

respectivamente

{q el (Q); 1y =T}
qel’(Q)t.q.(q,) = 0;I'y =}

=Q' =
-0,
com norma

Hallo =lldlle, VaeQ

7) V ¢ VV: conjunto dos campos de velocidades admissiveis e espago das variagOes

admissiveis para a velocidade, respectivamente
v 1y?
V' ={ve(H)|v,(x)=0Vx el

v

{U e(H)'|U,(x) =D, ¥x erD}
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coni norma
Ivlly =lvl = AIvllo; +IVvls)™?, Vv eV
8) Sejam f(x) € V', com V' sendo o dual de Ve g(x) € L'(Q)
O problema dado pelas equagGes (4.7a~d) é definido na forma variacional classica por:
Determinar {U, p} € V x Q, tal que:
b(q,U)=44(@)  VqeQ’
a(U,v)}+b(p,v)=£(v) Vv e V'

onde

au; av, , 9U,;
dx; ox; o,

ov,
a(U,v)=p —LdQ
i 0%;

ov; dQ
Bx,

1

b(q,v) = —jq
vy = fiv,dQ
L (== ag(ydQ  (@48ac)

Para que seja apresentado a versfo discreta do problema seréio consideradas
primeiramente algumas definigSes necessarias em aproximacdes de problemas de

clementos finitos. O dominio Q é discretizado em Ne elemento finitos, tal que:

a=Jo, Q' =@, e=f

sendo Q€ ¢ I'¢ respectivamente, o interior e a fronteira do elemento e, tem-se:

QF=0° +T°.
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Considere P*(Q,) dado por:

P*(Q,) = {y:Q, - R, yé um polindmino de grau menor ou igual a k, em cada

varidvel espacial}
e os espagos de elementos finitos dados por:
Hy ={y eH', y, eP*(Q,)}
HE = {1, o) (1)
L, = {y e (@), y, eP'(Q,)}
onde y, denota a restrigio de y em Q,
Definindo ainda,
S} ={(U},.....U) eI}, U, =D, em 1 |
(Vi ()™ ={(Vy15ees Ving) € Hi™ v, =0emT,}
Wi = {Ph = L'h,_[QPth = 0}
A formulagfio discreta para o problema de Stokes, pode agora ser definida por:
Determinar {Uy,, pp,} € (S; (@) x W, , tal que
a(U,,v,)+b(p,,v,) = £(v,) Vv, e(VE(Q)N,
b(q,, Uy ) = £4,(d,) Vg, €W, (4.9a,b)

ondea(-,-),b(-,-), £,,(-) e () slo definidos em (4.8c-f}.
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O problema apresentado acima € o classico método misto de Galerkin. Para que seja
assegurada existéncia e unicidade do problema discreto dado acima, é necessério que
a condi¢fio de Ladyzenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) seja verificada para cada
combinag#io dos espagos de aproximagdes (V, ()™ e W, . A violagio da LBB
acarreta a ndo unicidade do campo de pressGes ¢ uma degradagio do campo de
velocidades, ou seja, o campo de presso pode apresentar oscilagSes espirias e pode
ocorrer um trancamento do campo de velocidades (velocidades iguais a zero em todo

o dominio).

Na préxima segéio sera apresentada uma formulagio Petrov-Galerkin para o preblema

em questio afim de superar as limita¢Ses aqui apresentadas.

IV.3 - Formulacfio mista de Petrov-Galerkin

Em Karam (1989) € apresentada uma nova formulagfo de Petrov-Galerkin para o
problema com restrigiio de incompressibilidade. Tal método permite interpolagdes de
mesma ordem para pressao ¢ velocidade e interpolagdes descontinuas para a presséo ¢
continuas para a velocidade. Todavia, tal formulagfo s permite a eliminagfo a nivel
de elemento da componente de média nula da presséio, ficando acoplada a resolugéo
do campo de velocidades com a pressdo média a nivel de elemento. Para contornar
este problema, uma nova formulagfio Petrov-Galerkin foi elaborada, Do Carmo,
Traiano e Dos Santos (1996), de modo que a press#o é totalmente eliminada a nivel de
elemento, obtendo portanto um sistema algébrico resultante somente para as
velocidades e mantendo todas as cardcteristicas do trabalho de Karam(1989). Os

resultados de Do Carmo, Traiano e Dos Santos (1996) serfio aqui reproduzidos.
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Definindo, a nivel de elemento:

as fungdes,

[ phac
de

Q,

Py, =

pr =Py — P
05 espag;os

=10, e, [, Gao=0}

= (W, -WJ{03
as formas,
i avl
A5 (U,,,) =8, ax“’ e

AL (U5, (V0,) = 5“" [, (20 dive(U,) + VB, )(-2p dive(v,) + V4, )42

AL (U, 5,0, (v,8,)) = AL (U, v + AL (UL, B, (v, d,))

onde

(VT,) +(VT,)"

e(T,) = 5

>

o funcional linear

Fo(v,,q,) =5 (2p)j ‘”dQ o (h) j £(x) (—2p dive(v, ) + V4, )dQ

e os parimetros de estabilizagio 6, > 0 e &, = 0.
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A formulagdo Petrov-Galerkin com penaliza¢fo na média do divergente de Uy, a

nivel de elemento consiste em:

Dados o, > 0 fixados, encontrar (U, (), P, (&), B, (¢)) € (SEQNE x W] x W,

o =(0ly,..., 0y ), satisfazendo a equaglio variacional:

[, @0, (@)- g
o, _[Q dQ2

divw" JdQ +

(U, (@, ,) + b(, @), v)+ 3 [

exl

+] B (@) dive, dQ = (G, Uy () + DAL (U, (@), 5, (), (v, 1)) =
= v,)+ L E (3,8, + Y [ 2d,d0 (4.10a)

VY (¥,,4,) (Vi () x W, ¢ =1,2,3,..,NE
onde NE ¢ o nimero total de elementos do dominio e p; (o) dado por:

jﬂe (divU, (o) — g} dQ
o, J.Q dQ

ppla) =— se e#1, (4.10b)

Pr(@) =By (@), (4.10¢)

sendo

“J" um ponto nodal fixado de |,

Py () arestrigiio de p, (c)em Q;,

p-'(a)o valor de P; (o) no ponto nodal "J" e

P, (o) a restrigdo de P, (o) em €.

Definindo as formas:
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[ div(u)de
A*((U,5),(v,8)) =a(U, V) +b(B.v) ~b(@ V) + 1 [ | F—r———div(v) |42 +
:ael ' aejndg
+[ Byldivey) dQ+ Y A% ((U,5),.9)), (4.11a)
_ | edo
{(v,g,a)= 2 div(v) dQ (4.11b)
\4 é _LE ” _[ o iv(v

(]

B*(v,)=4(v)+ E’(V,g,on) + ZF:‘ (v,d)+ ZL g dQ (4.11¢c)

o problema dado por (4.10a,b,c) pode ser dado, de forma equivalente, por:

A™((U, (@, 1 (0)).(%,,8,)) = B*(¥,,.d,) (4.122)
V() e (V@) x Wy,
(U, (), By (@) (SE()™ x W,
e =1,2.3,...NE

onde NE € o nimero total de elementos do dominio e py () dado por:

| (divU, () ~g) O

pr(a)=~— se e#1, (4.12b)

(xejQ::IQ

Bu (@) = —Py (a), (4.12¢)
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Para a obtengio da prova de existéncia e unicidade do problema dado por (4.12a,b,c)

sAo necessarias algumas desigualdades, que sfo dadas a seguir:
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz tem-se:

|a(U, v)|< {a(U, U} x fa(v, v} (4.13a)
v(U,v) e(H'(@)" x (H'@)",

[b(p, V)] Ipllo xI|div(v), (4.13b)
V(p,v) e X @)x (H' (@)

De KARAM FILHO (1989) obtem-se as segumntes desigualdades,

|div)ll, <C, a(v, VI Vv e(H'(@)" (4.13c)
av2Cylvllne) Vv (@) (413d)
a(U,v) < Coo || Ull o X 1Vllne (4.13¢)
v (U, e(H@Q) x(H'(©@)" (4.13f)

€ 0s seguintes resultados,

(M) Existe 3, > 0 tal que:

‘Z I edlv(vh )]dQ‘

th(Vh (g))“ {a(v,,v, 3"

2B, |1Plly (4.142)

VpeW,

(M2) Existe C,,, 20 tal que:
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Cppa(vy,vy) 2 Z{(h° Y J'ne [-2n div(e(v, )][2p div(e(y, ))]dQ}‘ (4.14b)

)NG

v v e(HYQ)

(M3) Assumindo que a malha € nfio degenerada, ¢ sendo h,, o diimetro de €2, ,

existem Cp >0, ép& >0 tal que:
G, [, Bras@) | 1VBif da<C,, [ (3;)d0
desde que:
B eP'(Q,)

| prac=o.

Considere o seguinte resultado:

Lema (1) Existe Cp >0 tal que:

ks

() da0<c,[ @Hde (4.14c)

131 & Pl (Ql ):
-1 _
jQ] $'dQ=0.
Prova: Sejam nnel o niimero de pontos nodais do elemento 1 e ; (i = 1, nnel) as
fungdes forma para o elemento 1.

Sep' eP'(2) e _[Q $,dQ =0 e p"* denota os valores nodais de p' tem-se:

nnel o nfdQ
f)lJ — _ijl,l L -
oy anJdQ

obtem-se portanto:
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e
nnel Jl dQ
=1 =Li| e 48 i

P =207 M
A T

uH

el nnel

nnel
[, 6raa=$ Sogzcy | S e
Y [ Uini

i=1

[E N EY) i2J
e J'an?dQ Al famsae
MG, = J'g n- Ty | S - mi [pdQ (4.15a-b)
IQI nydQ -[Qn 7,dQ
definindo,
. NpdQ
Cln =Max{7—— (4.162)

i=J

1<i<nnel J.Q] n;’dQ

obtem-se:

[ ) d@=(Ct,, ) el -] Y E)?dQ  (4.16b)

i=J

Definindo,

_ (Ct_, ) (nnel —1)

CIM

ax

Cu

(4.16¢)

e pelas desigualdades (4.15b) e (4.16b) o resultado segue imediatamente.

Usando a classica desigualdade

2
ixy<’2‘—+§y2 Vx,ycReVz>0 (4.17)
Z

e as desigualdades em (M2) e (M3) tem-se:
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ZA (vh,qh)(v,,,qh))z62(2;1)[2[9':(div(vh))de}a-zl)%ép[gjnc(q;)zdg}u

e

gy2 H . 1 61
+$§‘{(h ) jﬂt[—zu ciw(s(vh))][—zp.dw(s(vh))}dg}—;-ZI Lap 2(Vp V)

. . NG = . .
Introduzindo em (Vh“ (Q)) x W, um produto interno e norma dados, respectivamente
por:

(U ) (Vio@))orr =0, 8(U,,,v,) +0,(2p) [ divU,divy,dQ +

ES {(he ) L [-2p divie(v, )][-2p div(e(v, ))]dQ}

U divU dgz][j div ds).]

+0 " prgrdQ+
‘2 ZJ 21 oce_[ndQ
6o 1172
(U, P Moo ™= {((Uh,ph)(Uh,ph))“’ } (4.18a,b)

e portanto (th(ﬂ))NG X W, € um espago de Hilbert com produto interno dado por (4.18a).

De Karam (1989) pode-se obter o seguinte resultado:
(M5) Ve W, ,existe v, (F) e (Vi ()" . tal que:

e @)e
e

Para que seja feita uma analise da existéncia e unicidade do problema dado por

(4.12a,b,c) serio estabelecidos os seguintes resultados:

Teorema 1
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Existemn Cel >0, o; (i =1,2,3,4), & (j = 1,2,3) tais que:
A*((U,.5,).(U,.B,)) = C(1(U, 5, NI

Y (U,,p,) e (VE@)™ x Wi

Prova: Usando a desigualdade (4.17) na equacfo (4.11a) obtem-se:

AU, (U, D)) 2Bg(zu)jnc(div(vh))zdg+(1—z1)%ép[z Le (f)h)ldQ:|+

0 2 , _
+:—2—ﬁ2{(h“)- JQ‘ [21 dlv(e(Uh))][Zp dW(S(Uh))]dQ}_‘l—za—;lcup a(U,.U,)

U dithdQ)h )
Q. _E ~103\2 _L ) )
D) Ja 2k (by') de-—| (avu,) a0 (4.19)

ezl

Escolhendo:

2121/2,

8¢,
7=
4uC,,

G,=8,/4, (4.20a-h)
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e usando o Lema 1 na peniiltima parcela do lado direito da desigualdade (4.19), tem-se:
A%((U,, B, (U,.B,) 2 (10U, B i) (“21)

¥ (U,.p,) e Vi (Q)x W,

e o resultado segue imediatamente.

Tecrema 2
Para o; (i = 1,2.3,4), & (j = 1.2.3) dados por (4.20a-h), existe CcoM > () tal que:
AU, B (74, 8,)) S € (10U, 5 Mo ) (1w, g, o)

¥ (U, By e (VEED) X W e ¥ (v,,d,) e (VE()" x W!

Prova:

Usando a desigualdade triangular em (4.11c) tem-se:

A (U, 5,0, (7, @) <[aU, v ) +[b(B, . v, )l +]B(E, . U, )|+ SQ(ZH)’L (div(U)){div(y,))dQl+

+—2%m

[—2u div(e(U, D]-2u div(e(v, )] dQ’ U [-2p div(e(U, )] Va, dQf+

} oy ( L: dithdQ](J‘ﬂﬁ div vth]

: a, JnfiQ

el

wrU —2p div(etv, )] Vi, dQ +Un (Y Ndivv, JdQ

(4.19)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz em cada parcela do lado direito da
desigualdade acima, em seguida usando as desigualdades (4.13a,b), (M3)eo Lema 1, o

resuitado segue imediatamente.
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Teorema 3
Se o problema dado por (4.12a) tem uma solucéo, entdo ela € tnica.
Prova:

Sejam (U, ;) e(UL,p; )duas solucdes da equagdo variacional (4.12a), pela linearidade

de A*(., ) temn-se:

A*((U}, - UL By - P2 (v,,8,)) =0 Y (v,.3,) € VEQx W,
Notando que

(U, - Uy, B, —Py) € V; () x W,

pelo Teorema 1 o resultado segue imediatamente.

Para que se prove a existéncia de solucio do problema dado pela equagio variacional

(4.12a), considere Y, & (SH(@))" e (U,,p,) e (V} ()" x W! sendo a solugéo da

seguinte equacdo variacional:
A*((U,. P 1 (¥,.8,)) = B4 (v, 8,) - A°((Y,,,0),(v,.4,))
V7,80 e (Vi @) W,

U,.p,) e(Vi@)" xW (4.20)

Teorema 4

Sup IB* (7, 3 HA (Y, 00, (v, 8))
¥y Y E Vi (W ”(Vh’qh)”s?:g:'u
(¥u.gs )2(0.0)

Prova:
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Usando a desigualdade triangular na equacgo (4.11c¢), a desigualdade de Cauchy-Shwartz
em cada parcela, fazendo uso das designaidades (4.13d) e (M3), com o Teorema 2 o

resultado segue imediatamente.

Teorema 5

Existe uma e somente uma solugéo do problema dado por (4.20)
Prova

Usando o Teorema 1, o Teorema 2 e o Teorema 4, pelo teorema de Lax-Milgran o

resultado segue imediatamente.

Teorema 6

Existe uma e somente uma solugio do problema variacional dado por (4.12a)
Prova

Seja (U, p,) asolugio do problema dado por (4.20), e (U, (o), P, (o)) dados por:
U (oy=U, +Y,,

P, () =D,

Portanto tem-se:

A% (U, (00, B, (00),(%,,3,)) = B(¥,.,,)

¥ (v,.d,) (Vi) x W,

(U, (), B, () € S X W,

Usando o Teorema 3 o resultado segue imediatamente.
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Provada a existéncia e a unicidade do problema dado por (4.12a) para &, >0 (e =
1....,NE) fixados, resta estabelecer a ordem de convergéncia de aproximacio da solugéo’

do problema dado por (4.12a-c).
Definindo

A%((U,5,9).(v.3)) = A°((U, ), (v,@)) + b(B, v),

J'Q‘dideQ J'Qldivde

1

A°((U.D), (v, ) = A*((U.B). (v, @)+ | p*'divvdQ-Y

ezl O:E-"ﬂcdg
B*(v,q) =B*(v.q)~ B (g,v),
3 | gdQ| divvdo
B(v.q)=> = = (4.21a-d)
ci] ac.J.ﬂdQ

€ se (Uh(a),f)h (&), (o)) é a solugdo do problema dado por (4.12a,b,c), entdo tem-se:
Xu((Uh(a)’ﬁh'(a)'ﬁh(a))’(vh’(ih )):Ea(vh’Qh) V(thE‘Ih)EVt:((Q)XWt: {(4.21e)

Por outro lado, se (U,p,p) € solucio do problema de Stokes,

Ue(H"(@)" (k=1), pe H¥'(Q) (12 0),

p=p+p
N L
p =
j dQ
QB
ﬁc — pe _ I"jE
-p-l.] :_f)“

P = valor nodal de §' no ponto nodal "I" do elemento |
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p"’ = valor nodal de p' no ponto nodal J do elemento 1 (4.22a-g)
tem-se:
A%((U,p. D) (v,,8,)) =B%(v,.d,) V(v,,d,) € VE(Q)X W,

O Lema abaixo pode ser encontrado em Ciarlet (1978) e Karam (1989).

Lema 2 (Propriedade do interpolante)

Se Ue(H*' (@)™ (k=1), pe H*(Q) (12 0),

p=p+p
| pao
P .
j dQ
QC
- € — p{! . f)ﬁ
pI.J — _f)u

P’ = valor nodal de ' no ponto nodal "J" do elemento 1
p"' = valor nodal de p' no ponto nodal J do elemento 1
5 . I k NG 1 =l 57
entdo. existe U, € (Hh(.Q)) Py €W, D eW,
U, =interpolante de U no contorno, tal que:

¥,,64.0

) < Cer hzk(”U”kH NG) +Cer hZ(Hl)(“p_*_p”(Hl])

("(U Uh’fJ Ph’ﬁ Bh)

G,012.05

h=Supth },

{ilv. g, UG } {il(v gIgee? } +(irqug=)’,
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.
{livgiesee | ={iv,guese E(QE IVVJ,

e#]

(g}’ = GSZ-[QC (@) dQ (4.23a-¢)

Tem-se os seguintes resultados:

Teorema 7

Se (U, p,p) € a solucdo do problema de Stokes satisfazendo (4.22a-g) e
(U, (c), py, (2), P, (&2)) € a solugdo do problema dado por (4.12a-c} entdo existe Cy g > 0

tal que:

(15-p"1l,)" < C2(H(UL = Uy Bl — o B — py TS0 +

+C (0N, ) +C2R2 (5 +pil,,, )’
Prova
Usando as equacoes (4.21e) e (4.22a) com a linearidade de K”‘( -, -}, tem-se:
0=A%((U~U, (), p-p, (0, D=, (e)(v,.d,)) =
=A*((U}, - U, (o). By — P, (0, = By, (D), (¥,,G,)) +
+A*((U-U}.p-p. B-BL(v,.d,)) (4.24)
Pelas equagoes (4.21a) e (4.24) obtem-se:
b(B—~Far vi )| <|A{(U} = U, (0, B} — By (e (v, 8,))| +]A (U~ UL B = B (740 0))

(4.25)
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Usando a desigualdade de Cauchy-Shewartz nas parcelas do lado direito da desigualdade
(4.25), as designaidades dadas por (M1), (M2), (M3), a equaciio (4.21b) com o Lema 2,
ap6s majoracgoes adequadas nas constantes que multiplicam as parcelas, o resultado é

obtido.

Teorema 8

Se (U,p,p) € a solugio do problema de Stokes satisfazendo (4.22a-g) e

(U, (e, p, (@), P, (0)) € a solughio do problema dado por (4.12a-¢) entdo existe

o, >0tal que, se o, <

max

existem C,, >0 e C;, > 0 tais que:

may ?

(0, -0, (0.5, By @77} <l (100 ) +CE b (15 +50,,) +

+y 0, (5 d0

e+l
Prova.

Usando a equacio (4.18a) e (4.21a) tem-se

AD((UL - Uh(a)’ ﬁtll _ph (G‘))’(vh’ qh ))+ b(ﬁH.ﬁh(a)’vh ) = _AD((U #Ullﬂij_ p:‘l )" (vh ’Eih))

Comparando (4.21a) com (4.11a), (4.18a,b) com (4.23d), inspecionando a desigualdade
(4.21) e notando que: (U' —U, (c0), bl —p, (o)) & (VX ()" x W, obtem-se:

(v, - v, (.51 —ph(a))ljl‘_’;’j"’)g +b(U}, — U, (@), p— B, (o) <

(4.26)
<[A°((U-1},5-B}). (U, U, (0,5}, - B, (o))

Usando a desigualdade de Cauchy-Shcwartz em cada parcela do lado direito da
desigualdade (4.26), em seguida usando a desigualdade (4.17) com valores adequados de

"z" em cada parcela do lado direito da desigualdade (4.26), com o Lema 2 obtem-se:
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(0t -0, 0.8 - B @) + 50} -0, (0, P~ o) <

ax 2 alx -~ —_ 2
Scll th(”U“kﬂ,NG) +Czl h2(!+1)(||p+p”]+[)

Por outro lado tem-se:

_l.n dideQ—jQ gdQQ=0see#l,

Usando (4.12b) ¢ (4.28), tem-se:

[, U=V, @)F-py() d2=a, || p}(@)(F-Pu(0)d2 seex]

Portanto para e #1, tem-se:

_'[Qe diV(U}l -U, (Q))(ﬁ —Du (05)) dQ -~ J.Qz diV(U - U}l )(“15 —DPu (05)) dQ—
-0, |, (F-Py(@)'dQ=—0, |, PE~Fy (@)

(4.30)

Usando (4.26) em (4.30) com o Lema 2, obtem-se:

~J,, 4V}~ U, @))(p—py (@) da—[%+ 3‘} )J‘Qe (P—P (@) dQ <

C'h?* 10, 2
< g Whkase) +5 [, (a0

Usando (4.26), (4.12¢), (4.28b), o Lema 1 ¢ o Lema 2, obtem-sc:

Jo, {0} - U, @)(5- B (@) d2= - 22C,, [ (5, - By (o) d2-

11 . 2 40 C i (154 5
—5[—+1Jjgld1v(U U, () dQ—T(h)Z" O(Ip+Bll )’

1
Z,

427

(4.28a,b)

(4.29)

(4.31)

(4.32)
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Somando para cada e (e#1), (4.31) em (4.27) e também somando (4.31) em (4.27),
com escolhas adequadas de z,,z, e §, e para um adequado o.°max >0, 0 resultado

segue imediatamente, desde que o, < o max -

Teorema 9

€
max

e
max

Sea, <a;,. (o)., >0) entio,

2

(19 By @) + (U -0, (@), 5By @D[25) < CLE* ([ Ullr e +

+C} (|4l ) +C e, [ (BY AR

el
Prova

Pelo Teorema 7, Teorema 8 ¢ pela desigualdade trifingular, o resultado segue

imediatamenie.

Portanto, afim de manter a ordem de aproximagfio, devemos escolher "o" (e#l)

satisfazendo;

a, = Minja, b*, (e )72},

r =Min{2k,2(1+1)},

VL4.1 - Implementacio computacional

A implementacio computacional ¢ feita em espagos de elementos finitos definidos

através de fungdes forma nas varidveis locais.

Para o campo de velocidade Up, os espagos locais séo os usuais. Resta entfio definir
W, e W, em termos das fungdes forma. Denotando por n¢ as classicas fungdes forma
no elemento e, (1 = 1,...,nnel), onde nnel denota o niimero de pontos nodais

necessarios para termos polindminos completos até o grau menor ou igual a / nas
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varidveis locais. Sendo também p; a componente de média nula da pressdo no

elemento e, tem-se;

nnel-1

f); = Zﬁ;(l)(nf _nfmcl)
i=1

onde P, (i) denota o valor de ; noné 7.

Portanto, o espago W,: ¢ dado por:

W, = {w eT2(Q), v, = 2 w. (B[N ~ N ]}

onde y, denota a restricio de \y em g, We( i) denota o valor de wenoné i, e o
espago W, € dado por:

W, = {w eI}(Q),y, =constante em Q,}.

Deste modo a presséo total ¢ eliminada a nivel de elemento da seguinte forma:
a) (e#1): A equagfio em P, ¢ dada pela equagfio envolvendo a penalizag#o.

b) (¢ = 1): A equagdo em p, ¢ dada por: p, = —p;"

—1 . ~ ‘e ~ r r 1
onde P} 6 a pressdo média no elemento 1 e Py’ é o valor da componente de média

nula no ponto nodal 1 do elemento 1.
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Capitulo V

Apresentacio e analise dos resultados

Aqui sdo apresentados os resultados numéricos obtidos quando da aplicagdo da metodologia
desenvolvida no capitulo anterior a trés exemplos numéricos: dois problemas com solucéo
analitica e ao classico problema da cavidade.Todos os problemas apresentam viscosidade
unitaria e termos fontes nulos.Os exemplos foram executados em micro-computador
1486DX2-66, sobre o sistema operacional OS/2, com a utilizagdo do compilador WATCOM
C\C++. Foram utilizadas malhas bidimensionais uniformes de elementos finitos com 16
elementos em cada dire¢fio.O tempo médio de execucio de cada exemplo foi de dezoito
segundos(incluindo todo o tempo de execucfo do programa e entrada e saida). Foram
utilizados, a menos que se diga explicitamente o contrario os seguintes valores para os
pardmetros de estabilizagfio € penalizacfo: 8; =1.0,86,=00,a,=aa=10E-5e¢
g2()=f;(x)=0. Em virtude da limitagdo de tempo foi utilizada a técnica de pds-processamento
mais rudimentar possivel para a pressfio, que é a média aritmética dos valores da
pressdo(interpolada de forma descontinua) incidentes em cada nd de forma a obter um campo
de pressdo continuo como resultado final. Tal técnica é muito deficiente por ndo considerar
os aspectos da discretizagfo do problema.S&o apresentados os problemas com solugio
analitica conhecida nas figuras V.1 e V.5 respectivamente ¢ os resultados na forma de
elevagdes e curvas de nivel nas figuras V.2 a V.4 ¢ V.6 a V.8 respectivamente, tendo as
fungBes exatas nos respectivos rodapés. Observa-se uma excelente concordincia no campo
de velocidade e uma boa concordincia no campo de pressiio a menos de pequenas
imperfeigBes em regides proximas aos vértices do dominio, tais imperfei¢des estdo dentro da
ordem de convergéncia esperada e sfio totalmente eliminadas com técnicas de pos-
processamento mais sofisticadas, utilizando o método dos minimos quadrados como em

Karam (1989).Na figura V.9 € apresentado o cldssico problema da cavidade.
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Nas figuras V.10 a V.12 sfo apresentados as elevagdes e curvas de nivel para as variaveis de
interesse. Na figura V.13 é apresentado o gréfico vetorial do campo de velocidade calculado.
[: feita uma simulagio do método de Galerkin com a utilizagéio de §; = 1.0E-5 e
apresentados os resultados na figura V.14 onde se observa o trancamento do campo de
velocidade e oscilagBes esptirias do campo de pressdo. Os resultados e as patologias

observados estfio em excelente concorddncia com o trabalho de Karam (1989).
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PROBLEMA Al
UX,1) = X¥2
Y V(X,1) = -X/2+X/3
1,0
U(L,Y) =Y/2
V(LY)=-Y¥2 + 1/3
U(0.Y) =0,
V(0,Y)=0,0
0,0 1,0 X
U(X,0) = 0,0
V(X,0) = X¥/3

Tal problema possui solucéio analitica dada por:

p(X,Y) = XY
UX,Y) = X2Y/2
V(X.Y) = -XYY/2+X%/3

Fig. V.1
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V(X)Y) = -XY*2+X3/3

Fig V.3
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PROBLEMA A2

UX,1) = (X+1)/2
Y V(X,1) = -12+X%2
1,0
U(L,Y) = (1+Y)/2
VILY)=-Y/2+ 172
U0.Y)= Y2
V(0,Y) =-Y/2
0,0 1,0 X
UX,0) = X/2
V(X,0) = X%/2

Tal problema possui solugéio analitica dada por:

pX,Y)=Y
UX,Y) = (X+Y)/2
VX)Y) =-Y72+X?/2

Fig. V.5
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PROBLEMA CAV1

U, =10
Y V(X,1) = 0,0
1.0
U(1,Y) = 0,0
V(1Y) = 0,0
U0,Y) = 0,0
V(0,Y) = 0.0
0,0 1.0 X
UX,0)=0,0
V(X,0) = 0,0

Fig. V.9
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Capitulo VI

Conclusdes e perspectivas futuras

A concepgfio de um sistema computacional baseado no método dos elementos finitos,
escrito integralmente em linguagem de programacio "C/C++" ¢ adequado a simulagfo
numérica de escoamentos reais em engenharia é apresentada. E feita a distingfo clara
entre a funcionalidade bésica do sistema( cujo desenvolvimento estd a cargo dos
idealizadores originais do sistema) e da interface abstrata para a extensfo do sistema com
a inclusfio de novos médulos(a qual fica a cargo de tergeiros). Tal distingdio e a forte
hierarquizagéo e disciplina de programagio imposta fazem com que o codigo proposto
assuma caracteristicas de um sistema computacional: aberto, extensivel, reutilizavel,
flexivel e portavel. Foram inicialmenie implementados os seguintes modulos: elemento
quadrildtero bilinear, solver frontal e esquema de Petrov-Galerkin do tipo minimos
quadrados para tratamento adequado de problemas com restrigio interna como o do
escoamento incompressivel (Do Carmo, Traiano e Dos Santos (1996)). Foi também
implementado um gerador de malhas bi-dimensional semi-automatico de baixo custo
compuiacional e de desenvolvimento de forma a satisfazer as nossas necessidades

imediatas.

Em Karam (1989) é apresentada uma formulago de Petrov-Galerkin que permite
interpolagdes de igual ordem para os campos de pressfo e velocidade, descontinua para a
pressfio e continua para a velocidade. A componente da pressfo com média nula é
eliminada a nivel de elemento, porém a componente constante por partes da press&o néo.
Desta forma € necessdrio resolver um sistema acoplado entre as componentes do campo
de velocidade e as componentes médias a nivel de elemento do campo de presséo, o que

retira um pouco do atrativo desta formulagfio quando comparada a mesma formulagio
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utilizando a presséo total continua. Neste trabalho tal deficiéncia é eliminada com a
utilizagfio da "penalizagio" da média do divergente do campo de velocidade a nivel de
clemento o que permite a eliminagdo completa da pressio a nivel do elemento, resultando
num sistema de equagdes exclusivamente para o campo de velocidades. O que além de
reduzir o niimero de graus de liberdade por ponto da malha também reduz a largura de
banda do sistema a ser resolvido, o que resulta em grande ganho computacional. Sdo
apresentados resultados de existéncia e unicidade para o problema discreto ¢ taxas de
convergéncia, indicando que quando o parAmetro de penalidade tende a zero, os
resultados desta formulagéo tendem para os obtidos por Karam (1989). Em especial é
formalizado o procedimento pratico de prescrever um valor nulo da pressfo em um ponto
ao invés de forcar sua média nula de forma global. Os experimentos numéricos realizados
que envolveram dois problemas com solugfo analitica conhecida e o problema classico

da cavidade confirmaram a performance esperada nas estimativas de erro.
Sédo as seguintes as recomendagdes para trabalhos futuros:

i) Elementos finitos:

- introduzir um suavizador de tensdes no sentido dos minimos quadrados,

- extensdo da metodologia apresentada ao problema nfo-linear de Navier-Stokes,
esperando-se ufilizar o algoritimo de Newton globalmente convergente para solugio do

sistema de equacdes nio-lineares resultante,

- estudar a possibilidade de introduzir a metodologia de solugtes analiticas locais em
espacos de aproximagio classicos como em Do Carmo (1993) no problema de Navier-

Stokes,

-nflo focar esforgos a curto prazo no gerador de malhas ¢ no solver frontal.
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ii) Turbuléncia:

- estudar as condig¢Ges de contorno de modelos de duas equagdes sobre o ponto de vista

fisico e matematico,

- estudar relagBes constitutivas mais sofisticadas para modelos de duas equagfes como

nos modelos do tipo ARSM.
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