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Prefacio

O ato quase solene de escrever o Preficio de um livro necessariamente provoca em
seu escritor momentos de profunda reflexdo. Afinal, o objeto de tanta dedicacao
intelectual se mostra por completo, desnudo, em suas virtudes e defeitos.

Em sua forma definitiva, que nao pode ser modificada, o livro deveria nao
apenas transmitir aos seus leitores a letra fria do rigor de suas construcoes tedricas,
mas, principalmente, o espirito de toda a sofisticagao intelectual que se pretende
alcangar.

O presente texto pertence a uma ja extensa e exitosa familia. A série de escolas
dedicadas exclusivamente & investigacdo da turbuléncia de fluidos deu origem a
outros textos que marcaram época. A manutencao da alta estirpe, pois, poderia
causar sérios embaracos a novas contribuicoes.

A Turbuléncia é uma matéria com sabidas dificuldades conceituais, que exige
de seus militantes especializagoes miltiplas e sofisticadas. Esse texto, sem duvida,
preenchera lacunas importantes no arcabouco de métodos e técnicas que se preten-
dem disponiveis para um ataque consistente as dificuldades de natureza tedricas
e praticas impostas pela Turbuléncia aqueles que a ambicionam assaltar. Temas
do mais alto grau de complexidade e importancia sao dissecados em dois tomos
que formam uma obra com doze capitulos. Um julgamento honesto dos Editores
classifica a presente contribuigdo como da maior relevancia tanto para iniciantes
como para pesquisadores experientes no assunto.

A dedicagao dos autores e seu compromisso com o resultado final dessa jornada
foram da maior sensibilidade. Os Editores, sinceramente, esperam que os leitores
reconhecam as muitas horas de trabalho abnegado que permitiram a existéncia
desta obra.

Finalmente, talvez devéssemos agora nos inquirir sobre o propésito de tudo isso.
Por que trabalhar com tamanho afinco para a existéncia dessa obra? A resposta é
simples e singela: para a construgao de uma sociedade melhor. Um objetivo que
nos tem sido caro e que nos possibilitou encontrar aliados importantes na ABCM,
na FAPERJ e no CNPq. Este projeto é, sobretudo, uma iniciativa feliz da ABCM
e do Pronex “Nucleo de Exceléncia em Turbuléncia” um projeto apoiado pela
FAPERJ e pelo CNPq (Processo No E-26/171.198/2003).

Os Editores
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Capitulo 2

Estimativas rigorosas para
escoamentos turbulentos
baseadas nas equacoes de
Navier-Stokes

2.1 Introducao

As teorias classicas de turbuléncia sdo baseadas fortemente em argumentos heu-
risticos e fenomenoldgicos, advindos de observagoes empiricas e da resolugao de
problemas simplificados ou aproximados. Essas teorias sao fundamentais no tra-
tamento tedrico e pratico de escoamentos turbulentos. No entanto, os seus argu-
mentos ad hoc (para casos ou fins particulares), ndo garantem sucesso de forma
geral, o que é crucial para o desenvolvimento cientifico e tecnolégico. Dessa forma,
cada nova aplicacao depende ainda de uma série de experimentos laboratoriais e
numeéricos.

Como os escoamentos turbulentos sdo supostamente regidos pelas equagoes de
Navier-Stokes, é natural buscar resultados gerais a partir das possiveis solucoes
dessas equacoes. Porém, essas equagoes sao bastante complicadas, apresentando
solucoes explicitas apenas em alguns casos muito particulares. E é em parte por
conta disso que grande parte da teoria classica de turbuléncia se baseia em argu-
mentos ad hoc.

Contudo, resultados rigorosos importantes sobre escoamentos turbulentos tém
sido obtidos ultimamente, baseados em estimativas de energia, métodos variaci-
onais e outras técnicas matemadticas mais avancadas. O nosso objetivo, aqui, é
mencionar alguns desses resultados e descrever alguns detalhes sobre como ob-
ter alguns deles. Tentaremos manter o formalismo matemé&tico o mais simples
possivel.

17



18 2. Estimativas rigorosas para escoamentos turbulentos . ..

Vamos nos restringir a resultados em trés dimensoes. Para o caso bidimensio-
nal, veja, por exemplo, Bercovici et al. (1995), Constantin et al. (1994), Foias et
al. (1993, 2002, 2003, 2005), Eyink (2001), Foias et al. (2005) e Rosa (2002).

Na secao 2.2, falamos brevemente sobre algumas questoes matematicas das
equagoes de Navier-Stokes e sobre a relevancia dos problemas de regularidade,
existéncia e unicidade de solucoes dessas equacoes. Na secao 2.3, discutimos bre-
vemente os conceitos de médias temporais e amostrais e o conceito matematico de
solugao estatistica estaciondaria, que torna rigoroso, de um ponto de vista de analise
matematica, o conceito de média amostral. Na se¢ao 2.4, mencionamos dois re-
sultados rigorosos ligados a teoria de Kolmogorov para turbuléncia homogénea, a
saber, uma estimativa por cima para a lei de dissipagao de energia e uma condigao
natural para a existéncia da cascata de energia, dando um breve esboco desse
dltimo resultado. Finalmente na segao 2.5, discutimos o caso de escoamentos em
um canal liso sob um gradiente de pressao e damos um esbogo um pouco mais
detalhado de estimativas por baixo e por cima para o coeficiente de atrito na
parede.

2.2 As equagoes de Navier-Stokes

O movimento de fluidos newtonianos incompressiveis homogéneos é regido pelas
equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, que, na forma euleriana e em notagao
vetorial, podem ser escritas como

%—?—VAu—I—(u-V)u—i—Vp:f, V-u=0.
Temos u = u(x,t) = (u1,uz2,u3) denotando o vetor velocidade de uma particula
idealizada de fluido localizada na posigao x = (x1,x2,23) e no instante de tempo
t; p denota a densidade de massa, assumida constante; a viscosidade cinemética do
fluido é denotada por v e também é constante; p = p(x,t) é a pressdo cinemética,
e f =f(x,t) = (f1, f2, f3) é a densidade de massa das forgas de volume.

A teoria matematica classica das equagoes de Navier-Stokes se baseia em grande
parte nos trabalhos de Leray no inicio do século passado (ver Leray, 1933, 1934a-b;
Hopf, 1951; Temam, 2001; Ladyzhenskaya, 1963; Constantin & Foias, 1988).

As equagoes de Navier-Stokes podem ser escritas como uma equacao de evolu-
Gao 1

u

3~ F)
para uma fungéo apropriada F(u). Temos que a cada instante de tempo, u per-
tence a um “espaco de fases” H composto pelos campos de velocidade de quadrado
integravel (energia cinética finita), divergente nulo (incompressibilidade) e satis-
fazendo condigoes de contorno apropriadas. A pressao pode ser, em principio,
determinada por u e pelas condigoes de contorno.

No caso tridimensional, é sabido que dada uma condicao inicial em H, existe
uma solugao u(t) definida para todo ¢ > 0, mas com uma certa regularidade que
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nao é suficiente para garantir a sua unicidade. Por outro lado, dada uma condigao
inicial em H com uma certa regularidade maior, é sabido que existe uma solugao
regular e Unica em um intervalo de tempo 0 < t < 4, com ¢ dependendo do
“tamanho”, em um certo sentido, do dado inicial. Portanto, temos solugoes locais
lnicas e solucoes globais possivelmente nao tnicas.

A questao da existéncia e unicidade globais de solugbes das equagdes de Navier-
Stokes em trés dimensoes é de grande importancia e é considerada, atualmente,
um dos grandes problemas em aberto na matematica. Em particular, é um dos
sete problemas selecionados pela Fundacao Clay, que oferece US$1.000.000,00 para
cada problema resolvido.

Essa questao de existéncia e unicidade nao é mera curiosidade matematica,
nem tem importancia apenas em questoes matematicas abstratas. As técnicas que
podem vir a ser criadas na busca pela resolugao dessa questao podem eventual-
mente levar a entendimentos melhores e mais precisos sobre os fenémenos tratados
no modelo e, em particular, em turbuléncia. Como ilustragdo, podemos mencionar
a construgao dos ntimeros complexos na resolugao de equacoes polinomiais; a cons-
trugao da teoria de distribuigoes para dar sentido a objetos como a funcao delta de
Dirac, fundamental em fisica cldssica e quéntica; além de estruturas matemaéticas
muito mais complexas em teoria de cordas, etc. Essas técnicas também podem
levar a métodos numéricos mais eficientes.

Conforme indicado acima, a questao da unicidade de solugOes parece estar
intimamente ligada & da regularidade (e.g. continuidade, integrabilidade, diferen-
ciabilidade, etc.) e essa regularidade também tem interpretagbes praticas signifi-
cativas. Por exemplo, a falta de regularidade pode estar ligada a ondas de choque,
algo que aparece claramente em regimes compressiveis. Por outro lado, a falta de
regularidade também pode estar ligada a um problema de modelagem, com, por
exemplo, o comprimento de Kolmogorov se aproximando do livre caminho médio.

No caso bidimensional, temos a existéncia e unicidade de solugoes globais em
t > 0. Ainda assim, questoes de regularidade podem estar ligadas a resultados
fisicos importantes, como o decaimento do espectro de energia (Bercovici et al.,
1995), etc.

2.3 Quantidades médias, médias amostrais e so-
lucoes estatisticas

A teoria estatistica convencional de turbuléncia é baseada em relagoes envolvendo
quantidades médias, como a taxa média de dissipagao viscosa de energia cinética
e a velocidade média do escoamento (Kolmogorov, 1941; Batchelor, 1953; Monin
& Yaglom, 1975; Hinze, 1975; Tennekes & Lumley, 1972; Lesieur, 1997; Frisch,
1995; Rosa, 2006). No entanto, a questdo da definicdo de quantidades médias
é delicada, conforme colocado por Monin & Yaglom (1975). Médias temporais e
espaciais sao as mais usadas na pratica, enquanto que médias amostrais, em relacao
a um grande numero de experimentos, sao as mais usadas na teoria, por evitarem
certas questoes analiticas (“de contorno”, no espago ou no tempo) complicadas.
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Médias temporais podem ser facilmente formuladas para uma solucao indivi-
dual u(t) das equagoes de Navier-Stokes através da relacao

onde T > 0 e ¢ : H — R representa a quantidade fisica a ser medida (energia,
taxa de dissipagdo viscosa de energia cinética, etc.). Médias espaciais podem ser
definidas de maneira semelhante.

No caso de médias amostrais, temos uma série de experimentos, gerando cam-
pos de velocidade u™, n =1,..., N, e tomamos a média

T
N;@(un)-

Podemos fazer isso de maneira mais geral e rigorosa considerando uma medida de
probabilidade p definida em H:

(o) = /H (u) a(cu).

Para que essa medida seja significativa para o escoamento, ela deve satisfazer uma
equagao semelhante a equacao de Liouville em mecanica estatistica. Na verdade,
a média amostral pode variar com o tempo e devemos ter uma familia de medidas
de probabilidade satisfazendo a equagao de evolucao de Liouville. Essa familia
representa a evolugao da distribuicao de probabilidades do campo de velocidades
do escoamento.

No caso de turbuléncia em equilibrio estatistico no tempo, as quantidades
médias nao variam com o tempo e a medida p deve satisfazer a equacao do tipo
Liouville estacionéria

/H (F(w), o/ (w)) () = 0

para toda funcao “teste” ¢ suficientemente regular, onde ¢’ é a derivada de ¢
em um sentido funcional e (-,-) é um certo produto de dualidade, uma espécie de
extensao do produto interno do espago de fases H.

Essas medidas sao chamadas de solucoes estatisticas estaciondrias das equagoes
de Navier-Stokes. Para a definigao ficar completa, devemos acrescentar condigoes
de regularidade e estimativas de energia semelhantes as da teoria cldssica para as
solugoes individuais das equagoes de Navier-Stokes, além de definir de maneira
precisa as funcoes teste permitidas. Esse conceito fundamental para o tratamento
matemédtico de turbuléncia foi introduzido por Foias (1972, 1973) (veja também
Hopf, 1952; Vishik & Fursikov, 1977, 1988; Foias et al., 2001).
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2.4 Teoria de Kolmogorov e alguns resultados ri-
gOrosos

A teoria de Kolmogorov diz respeito a escoamentos plenamente desenvolvidos, em
que homogeneidade e isotropia sao assumidas. Essas hipdteses sao baseadas em
observacoes e experimentos e sao validas apenas longe do bordo e em escalas sufici-
entemente pequenas. A base fundamental é a da cascata de energia de Richardson,
em que a energia cinética passa de escalas maiores para menores, sucessivamente e
praticamente sem perda de energia por efeitos viscosos. Ao longo desse processo,
o movimento em cada escala acaba perdendo as informagcoes nao-homogéneas e
nao-isotrépicas dos mecanismos geradores de energia nas grandes escalas. Nessas
escalas menores, o comportamento do fluido passa a ser universal, ou seja, inde-
pendente da geometria do problema e das forgas agindo nas grandes escalas. A
energia cinética é, assim, transferida em forma de cascata, até escalas muito me-
nores, onde finalmente a energia comeca a ser dissipada, de maneira significativa,
por efeitos viscosos. E nesse processo fundamental que a teoria de Kolmogorov é
calcada.

Do ponto de vista matematico, é comum modelar essa situacao considerando-
se escoamentos com condicoes de contorno periédicas e com uma forca externa
restrita a modos de Fourier baixos (nimeros de onda baixos = grandes escalas).
Nesse contexto, foram obtidos resultados rigorosos sobre a cascata de energia (Foias
et al., 2001a-c) (condigbes que garantem a existéncia da cascata de energia) e sobre
a lei de dissipagao de energia de Kolmogorov (Foias, 1997; Doering & Foias, 2002;
Foias et al., 2005, 2001a), entre outros.

2.4.1 A lei de dissipacao de energia de Kolmogorov

Para efeito de ilustragao, a teoria de Kolmogorov leva, através de argumentos de
auto-similaridade e universalidade, a lei de dissipacao de energia
U3

g~y —,

onde ¢ é a taxa média de dissipacao viscosa (por unidade de tempo) de energia
cinética (por unidade de massa), U é a velocidade média do escoamento, e ¢, um
comprimento macroscdpico tipico. No nosso caso, trabalhando com as equagoes de
Navier-Stokes com condicoes periddicas de contorno, com periodo L, mostramos
de maneira rigorosa em Foias et al. (2005) que, para T suficientemente grande, as
médias temporais finitas correspondentes satisfazem
Uy
er < 7

onde C; depende do nimero de Reynolds mas se mantém limitado quando o
nimero de Reynolds aumenta.

Estimativas semelhantes para médias amostrais foram obtidas em Foias (1997,
2001b) e para limites de médias temporais em Doering & Foias (2002). Resultados
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semelhantes em outras geometrias também foram obtidas e sao mencionadas na
préxima segao.

2.4.2 Cascata de energia

No caso da cascata de energia, ela passa pela equagao de energia escala por escala,
no espago de Fourier, considerando-se niimeros de onda «. Nessa equagao, aparece
o termo

o,
oo = — (V-u)u-u, e dx,
LzLyh [O’L]s

que representa o fluxo (por unidade de tempo) de energia cinética (por unidade
de massa) para as escalas acima de k, e onde uy o representa a projegdo de u
nos componentes com nimero de onda maior que £ (as “menores” escalas que
compdem o escoamento). A equacdo de energia para essas escalas menores pode
ser obtida multiplicando as equacgoes de Navier-Stokes por u, o e integrando o
resultado em [0, L]3, de modo que

1 1 d 9 v 9
- k.00 d —_— v K,00 d
QQQm&A;Pm’| X+%%hAMJ ® W00 (x) [ dx
1
< — f c Uk d K )
- LwLyhlA;LP oo e BT o

onde |a® b|? = Z?,j:l(aibj)2 para vetores a = (a1, as,a3) e b = (b1, b2,b3) (no
caso acima, V é o “vetor” de operadores diferenciais parciais (9/0x,0/dy,d/0z)).
O primeiro termo na desigualdade acima representa a taxa de variagdo de energia
cinética; o segundo, a taxa de dissipagao viscosa de energia cinética; o terceiro, a
taxa de injecao de energia no sistema; e o iltimo, o fluxo de energia para as escalas
menores, mencionado acima. Tudo isso por unidade de massa e unidade de tempo
e restrito aos nimeros de onda maiores que k.

No caso de equilibrio estatistico no tempo, consideramos médias amostrais em
relacao a solugOes estatisticas estacionarias. Nesse caso, a equagao de energia, em
média, toma a forma

14

_ fnoo' nood K,00/ *
LaLyh o " Unioo 4X) + {eroc)

1
</ |V®um<x>|2dx>s—</
[O,L]S LILyh/ [0,L]3

Observe, no entanto, que essa relacdo de energia é uma desigualdade. A razao
disso esté no fato de considerarmos solugoes estatisticas que podem nao ser sufici-
entemente regulares, uma questao associada ao problema de existéncia e unicidade
de solugoes das equacoes de Navier-Stokes, mencionado anteriormente.

Para as estimativas que buscamos, é fundamental recuperarmos uma igualdade
para esse tipo de relacao. Isso é possivel introduzindo-se um certo fluxo restrito
de energia. Mas esse fluxo restrito s6 faz sentido fisico em média, ao subtrairmos
uma quantidade de energia perdida, em média, devida a uma possivel perda de
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regularidade. Essa energia perdida é representada pelo limite

lim (er’.00)
KR — 00
que existe, conforme provado em Foias et al. (2001b). Esse limite é ndo-negativo,
sendo zero quando a solucao estatistica estacionaria é mais regular, evitando perda
de energia por falta de regularidade.

Com isso, o fluxo restrito, denotado ¢}, é definido por

* .
€00 = €00 — lim (17 00) -

KR — 00
Assim, recuperamos uma igualdade, em média, para a taxa de dissipacao viscosa
de energia cinética:

v 1
Yy / IV ® e ()2 ) = ——— / oo - oo )+ (€5.00)
LxLyh [0,L]3 LILyh [0,L]3 ’

Consideramos, também, dois nimeros de onda importantes. Primeiro, denotamos
por k¢ o maior niimero de onda em que f tem componente ativo, representando um
limite para as grandes escalas onde a energia é inserida no sistema. Denotamos,
ainda, por k,, o comprimento de onda de Taylor, que definimos pela relagao

2o
T Que
onde
e=t ([ P dx)
2L Lyh o 1y
e

1%
€= —— V @ u(x)|? dx).
17 @ ueor ax

Agora, manipulando a equagdo anterior (assim como a desigualdade de energia
original), é possivel mostrar, assumindo que x2 > ﬂfc, que

(ef ) ~e para /ﬁ? <K< KZ.

K,00

Essa relacao diz que nesse intervalo para k, o fluxo restrito de energia cinética
transferida para os nimeros de onda mais altos que k se da, em média, de maneira
praticamente uniforme, aproximadamente igual a taxa de dissipagao viscosa de
energia cinética por unidade de tempo, representada por €. Portanto, a cascata de
energia ocorre pelo menos em um certo intervalo, sob a condicdo de que x2 > n?,
ou seja, caso o numero de onda de Taylor seja relativamente grande comparado
com o maior nimero de onda ativo em f. E quanto maior essa relagao de grandeza,
maior o intervalo da cascata de energia.

A estimativa acima pode ser escrita de forma matematicamente mais precisa
da seguinte maneira:

2 .
¢
1—(/€> §<”>§1 para K> Kf,
Kr €

de onde fica clara a condigio £} < k> < K2 para que (e} ) ~ €.
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2.5 Escoamento em um canal liso sob um gradi-
ente de pressao (e em outras geometrias)

Diferentes resultados rigorosos foram obtidos em outras geometrias e com outras
forgas externas em (Busse, 1978; Howard, 1972; Doering & Constantin, 1992;
Constantin & Doering, 1994, 1995; Wang, 1997, 2000; Nicodemus & Grossmann,
1997, 1998; Kerswell, 1998; Childress & Kerswell, 2001; Doering & Eckhardt,
2003).

Em varios casos, métodos variacionais foram utilizados para estimar a taxa
média de dissipacao viscosa de energia cinética. No caso de cisalhamento, fo-
ram obtidas estimativas por cima em Doering & Constantin (1992), Constantin
& Doering (1994), Doering & Eckhardt (2003). No caso de um canal liso sob
um gradiente de pressado, foram obtidas estimativas por baixo em Constantin &
Doering (1995). Neste tltimo caso, a estimativa por baixo da taxa de dissipagao
leva a estimativas por cima do coeficiente de atrito na parede, uma quantidade de
fundamental importancia pratica.

Mais recentemente, em Ramos, Rosa & Temam, consideramos também o caso
de um canal liso sob um gradiente de pressao e combinamos o método variacional
com métodos de energia para aprimorar os resultados anteriores. Conseguimos
uma estimativa por baixo para o coeficiente de atrito na parede, e melhoramos a
estimativa por cima obtida em Constantin & Doering (1995), tanto no sentido de
reduzir as hipéteses e simplificar a demonstragao, como no sentido de conseguir
uma constante multiplicativa menor. Vamos, agora, ilustrar a obtencao dessas
estimativas.

Nesse caso de um canal liso sob um gradiente de pressao, consideramos as
equagoes de Navier-Stokes na forma

Ou

— —vAu+ (u-V)u+Vp=

P
o —e,, V-u=0, (2.1)

L,

no dominio Q = (0, L,) x (0,Ly) x (0,h), com u = (u,v,w) e x = (x,y,2). As
condicoes de contorno sao de aderéncia nos planos z = 0 e z = h e periddicas em
x e y com perfodos L, e L,, respectivamente, para u e p. O pardmetro P/L,
denota a magnitude do gradiente de pressao ao longo do canal. O termo e, é o
vetor unitdrio na direcao x, e assumimos que L, L, h, P > 0.

O caso em questao é o de um escoamento em equilibrio estatistico no tempo, ou
estatisticamente estaciondrio. Nesse caso, consideramos médias amostrais relativas
a solucoes estatisticas estaciondrias das equagoes de Navier-Stokes.

Estamos interessados em estimar o coeficiente de atrito na parede, definido

nesse caso por
Ph

;= L, (U)? )

onde (U) é a velocidade média na diregao do gradiente de pressao, com

1 Ly rh
U= —/ / u(z,y, z) dydz.
Lyh Jo  Jo
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As estimativas para Cy sao baseadas em estimativas para (U). As estimativas
obtidas podem ser escritas em termos do nimero de Reynolds

h{U
Re = Q .
v
Temos, assim, as estimativas
3,46 13,5 V2L
L < (Cp < 0< P<94,21—=
Re — 7= Re ¢ <EEE 37

2 2
31;i6 <Oy <0,48 (1+1?§36> se P>94,21”h§“”.
Nesse ltimo caso de P suficientemente grande, associado & situacgao de turbuléncia
plenamente desenvolvida, a estimativa obtida anteriormente em Constantin & Do-
ering (1995) contém uma constante multiplicativa da ordem de 0,59, ao invés
de 0,48. Portanto, o resultado acima representa uma redugao de quase 19% na
estimativa para o coeficiente de atrito.

E interessante notar, também, que o coeficiente de atrito associado ao escoa-
mente de Poiseuille (veja se¢ao 2.5.1) é
12
Re’
e podemos ver que a estimativa por cima obtida no caso em que P é relativamente
pequeno estd bastante proxima desse valor. Lembremos que, para P suficiente-
mente pequeno, o escomento de Poiseuille é globalmente assintoticamente estavel
e, portanto, coincide, em um certo sentido, com a solucao estatistica estaciondria,
que nesse caso é necessariamente tnica. A estimativa por baixo, por sua vez,
apesar de apresentar uma constante multiplicativa muito menor, estd da ordem
correta em termos do numero de Reynolds. Em relagao a estabilidade do escoa-
mento de Poiseuille, ele é localmente estdvel para todos os valores de P (Romanov,
1971), mas s6 é localmente estdvel para valores pequenos de P. Em particular, é
possivel mostrar (Ramos, Rosa & Temam) que uma condicdo suficiente para que
ele seja globalmente assintoticamente estével é que 0 < P < 2v/2n%1%L, /h3.

Voltando ao caso em que o gradiente de pressao € suficientemente grande, ar-
gumentos heuristicos (Prandtl, 1925; Tennekes & Lumley, 1972) (e fundamentados
por dados experimentais) indicam um coeficiente de atrito da ordem de

1
Cr~ (InRe)?
Portanto, a estimativa superior acima, em termos da dependéncia no nimero de
Reynolds, difere apenas por um logaritmo. A estimativa por baixo, por sua vez,
muito distante, se explica pelo fato da estimativa valer para qualquer solucao
estatistica estacionaria, inclusive aquela associada ao escoamento de Poiseuille,
que nao é globalmente estavel nesse regime de gradiente de pressao suficientemente
alto, mas existe do ponto de vista matematico.
Vamos, agora, dar uma idéia de como obter essas estimativas.

CPoiseuille o
f
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2.5.1 Estimativa por baixo para Cf

A estimativa por baixo para C; depende de uma estimativa por cima para (U).
Primeiro, note que, por causa da incompressibilidade (condicao de divergente nulo)
e das condigoes de contorno, a velocidade na dire¢ao do gradiente de pressao é
independente da posicao ao longo dessa diregao, ou seja,

dU 1 (B g
dr = Th/o /0 Uz (2, y,2) dydz
y

1 L, h
= 7\/ / (7u2(‘r7y7z) - Uy($7y7z)) dde =0.
Lyh 0 0

Dessa forma,

1 1
d _ :
LgﬂLyh/ﬂu(x,y,z) xdydz LiLyh/Qu(X) e, dx

1 1/2
< 2 /2.
< ([ meoR ax) zzn

Tomando a média amostral, chegamos a

W) < ([ 1o E (s [mor o)

Uma estimativa cldssica de energia, que é mais delicada do ponto de vista ma-
tematico e cujos detalhes nao vamos incluir aqui, diz que

2 h2 2
([ TGP ax) < 25 [ lerto dx,

onde gp é um campo de vetores relacionado com o gradiente de pressdo (gp =
A=12fp onde fp = (P/L,)e,, A é o chamado operador de Stokes e A~ é a raiz
quadrada da inversa do operador de Stokes, que existe pois A é autoadjunto e
positivo). Podemos calcular o lado direito da desigualdade acima com a ajuda do
escoamento plano de Pouseille (v AUT?seuille — £5,) que é dado explicitamente por

UPoiseuille (X) _ P

= 21/L:,3Z(h —z)e,.

Temos, de fato,

fseui P2L, (" Ly,h?
/Q‘gP(X)F dx = V/pr(x)_UPomeullle(X) dx = QL:J A Z(h—Z) dz = 12yLwP2'

A primeira desigualdade acima é essencialmente uma versao rigorosa, no espago
de fases, de uma relacdo matricial da forma

gp-gp = (A*1/2fp) . (A*1/2fp) =fp- (A fp) = vfp - Poiseuille
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Juntando as estimativas, chegamos a

2
<\/§h

U — P.
() < 6 vL,
Inserindo isso na expressao para o coeficiente de atrito, obtemos
Ph Ph 6 vL, v
C = > —_— == 37 .
7 LU = L(U) \/3h2P \[h<U>

Da defini¢ado do nimero de Reynolds, chegamos finalmente & estimativa por baixo

1
>2V3—.
Cr > JERQ

2.5.2 [Estimativa por cima para C;

Note que ao multiplicarmos as equagoes de Navier-Stokes por u, integrarmos o
resultado em (2, e tomarmos a média amostral, chegamos a relagao
P(U)

x

€<
Dessa forma, vemos que estimativas por baixo para € levam a estimativas por
baixo para (U), que nos dao estimativas por cima para C;. Vamos, entao, buscar
estimativas por baixo para €.

Consideramos essencialmente a idéia em Constantin & Doering (1995), mas
seguindo um caminho ligeiramente diferente para evitar uma possivel falta de
regularidade das solugoes. A idéia é considerar um “escoamento de fundo” U da
forma

Ux) =U(2)e,,
onde U é uma fungao continuamente diferenciavel por partes, satisfazendo U(0) =
U(h) = 0. Vamos inicialmente obter estimativas dependendo de U. Em seguida,
vamos restringir a forma de U e “maximizar” essas estimativas intermedidrias para
obter a estimativa desejada.

A “flutuagio” em relagdo ao escoamento de fundo U é denotada por u’'(x) =
u(x) — U(x).

Para simplificar a notagao, dado um campo de vetores a(x), vamos escrever
o produto tensorial V ® a(x) simplesmente por Va(x). Assim, multiplicando as
equacoes de Navier-Stokes por U, integrando em 2 e tomando a média amostral,
obtemos

V(/Q Vu(x) - VU(x) dx) = /pr(x)~fj(x) dx — (/ (u(x) - V)u(x)) - U(x) dx) .

Q
Como

([ 19 (atx) = UG
:(/Q|Vu(x)|2dx>—2</QVu(X)~V[_J(X) dx>+/9|vﬁ(x)|2dx,
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chegamos a

LoLyhe— y</9 Vu(x)? dx)

/ |V (u(x) — Ux))]? dx) + 2/ fp(x) - U(x) dx
Q
(

= 1j<
Q

2 /Q((u(x) -Vu(x)) - U(x) dx) — Z//Q |IVU(x)|? dx.

E como U(x) = (U(2),0,0), nao é dificil ver que

— /Q (u(x) - V)u(x)) - T(x) dx)

Portanto,
LyLyhe= 2(/Q fp(x) - U(x) dx) — I/</Q |IVU(x)|> dx) + (Hg(u — U)),
onde

(Hg(u-10)) = l/</Q [V (u(x) - U(x))* dx)

+ 2(/9((11(X) ~U(x): V)U(x)) - (u(x) - U(x)) dx).

Restringindo os possiveis escoamentos de fundo U aqueles que satisfazem a condi-
¢ao (Hg(u — U)) > 0, obtemos uma estimativa por baixo para (g) em funcio dos
dois primeiros termos da desigualdade acima. Isso pode ser expresso da seguinte

forma:

LyLy,he > sup <2/ fp(x) - U(x) dx — 1// |IVU(x)|? dx) ,
Ueld Q Q
onde

U={U=(U(z),0,0), Uh)=U(0) =0, (Hg(u—TU)) >0} .

Uma estimativa mais explicita pode ser obtida restringindo ainda mais o conjunto
de possiveis escoamentos de fundo. Consideramos, como em Constantin & Doering
(1995), escoamentos da forma

%z, 0<2<4,
U(z) = Uy, 0<z<h-9¢,
%(h—), h—d6<z<h
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onde Uy > 0e 0 < d < h/2. Observe que ¢ faz o papel de uma “camada limite”
e Up é a velocidade do escoamento de fundo no interior do canal, fora da camada
limite.

Uma desigualdade importante que usamos vem de uma estimativa precisa para
o menor autovalor associado ao operador diferencial de segunda ordem restrito a
fungoes que se anulam apenas na base ou apenas no topo do canal. Essa estimativa

toma a forma s s )
0p(z)
2dz < bt
)\1/0 |(p(Z)| Z > o az

para toda funcéo continuamente diferencidvel por partes ¢ : [0, ] — 0 com p(0) =
0, onde o primeiro autovalor é dado por A\; = 72/4§%, Uma estimativa semelhante
pode ser escrita para a integral entre h — ¢ e h, relativa a camada limite no topo
do canal. Assim, o termo Hg(u’), onde u’ = u — U, pode ser estimado (detalhes
em Ramos, Rosa & Temam) da forma

Hg(') > (V — (5U0> / |Vu'(x)* dx.

Portanto, podemos garantir que Hg(u') é nao-negativo considerando § e Uy tais

que
V2r?y
1

dz

3

60Uy <

Além disso, para essas escolhas de U, temos

2
2/ fp(x) - U(x) dx — 1// VU (x)|? dx = 2L, <hPU0 — P§Uy — uLm(gO) .
Q Q

Agora, para obter a melhor estimativa possivel a partir dessa expressao, precisamos
maximizar o lado direito da identidade acima restrito as condigoes

h
U0>O, 0<5§§ (S 5U0§Cl/,

onde, para simplificar, introduzimos ¢ = v/27%/4. Para efeito da maximizacdo,
podemos considerar apenas

U2
¥(Uo,8) = hPUy — PSUy — VL£70 ,
Procurando Uy e § tais que V) (Up, §) = (0,0), vemos que o méximo dessa fungao
ocorre em V2p ,

" oL, 3

Mas esse maximo sé estd na regiao permitida quando

h2P 3cv
< 9y
9L, = h
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ou seja,
V2L,
P <27c B
Caso 2p
v x
P > 27c T

0 méximo estard, necessariamente, no contorno da regiao. Como v (Up, d) se anula
em Uy = 0 e vai para menos infinito quando § vai para zero, esse maximo tem
que pertencer a uma das curvas § = h/2 e dUy = cv. E facil ver, também, que
para que o méximo de % ao longo de § = h/2 esteja dentro da regido, devemos
ter P < 16cv%L,/h3, o que nio vale no caso considerado. Portanto, nesse caso, o
maximo pertence a curva 6Uy = cv. Procurando o maximo de ¥ ao longo dessa
curva, vemos que esse maximo ocorre em

1/3
U = /2 p1/2 o 5 31/201/2 vILY? 1
0= 3172 Lgl/2 ) /2 pi/2-

E possivel verificar que nesse caso esse maximo ao longo dessa curva estd na regiao
permitida. Dessa forma, concluimos que

1 h3 2L,
2 se0 < P < 2701/

0s 27vL, [E
B VU0 =N 51 o 3o V2L,
WLl/QP — CI/P7 se P > 276 h3 3

onde R = {(Up,d); Uy >0, 0 < < h/2, 60Uy < cv} é a regiao permitida.
Chegamos, entao, a seguinte estimativa por baixo para a taxa média de dis-
sipagao viscosa de energia cinética:

1 h3 2L
o P seo<P§27cyh3’”,
> xr
La:Lyh,E = 2Ly 201/2 h3/2 3/2 1/2LZL’
SSTWP — CVP, se P > 270 h3
x
Lembrando que € < P(U)/L,, temos
2 h? 2L,
ﬁT s SeO<P§27CVh3 ,
vL,
U) = '
412 pr 2, v viL,
S:STWP/ 7265, se P > 27¢ h3 .
Podemos reescrever isso como estimativas para P da forma
27TvL, 2L,
?Vh—z< ), se0<P§27th3 )
P < )
27 L, v\ 2 v°L,
17667 (<U>+2CE) 5 SGPZ27C h3 .
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Como Cy = Ph/L,(U)* e Re = h(U) /v, obtemos

27 1 V2L,
o - ?%, 560<P§27C h3 )
I = 2
27 1 V2L,
— 14+ 2c=— P>2 .
16¢ < * CRe) , se b 227 h3

Substituindo o valor de ¢, obtemos, finalmente,

27 1 27v2m2 V2L,

a0 se 0 < P < 22V 20

2 Re’ sel< s =7 o
Cf < 2

272 - V22 1 P> 27272 V2L,

872 2 Re = 4 h3

E interessante notar, também, que, no caso de P grande, o maximo que leva a
estimativa acima é obtido com a camada limite de ordem

l/Lgl/ 2
Y Thi2 pize
enquanto que a velocidade no interior do canal é de ordem

h1/2

IRE

Uy ~ P2,
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