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Prefacio

O ato quase solene de escrever o Preficio de um livro necessariamente provoca em
seu escritor momentos de profunda reflexdo. Afinal, o objeto de tanta dedicacao
intelectual se mostra por completo, desnudo, em suas virtudes e defeitos.

Em sua forma definitiva, que nao pode ser modificada, o livro deveria nao
apenas transmitir aos seus leitores a letra fria do rigor de suas construcoes tedricas,
mas, principalmente, o espirito de toda a sofisticagao intelectual que se pretende
alcangar.

O presente texto pertence a uma ja extensa e exitosa familia. A série de escolas
dedicadas exclusivamente & investigacdo da turbuléncia de fluidos deu origem a
outros textos que marcaram época. A manutencao da alta estirpe, pois, poderia
causar sérios embaracos a novas contribuicoes.

A Turbuléncia é uma matéria com sabidas dificuldades conceituais, que exige
de seus militantes especializagoes miltiplas e sofisticadas. Esse texto, sem duvida,
preenchera lacunas importantes no arcabouco de métodos e técnicas que se preten-
dem disponiveis para um ataque consistente as dificuldades de natureza tedricas
e praticas impostas pela Turbuléncia aqueles que a ambicionam assaltar. Temas
do mais alto grau de complexidade e importancia sao dissecados em dois tomos
que formam uma obra com doze capitulos. Um julgamento honesto dos Editores
classifica a presente contribuigdo como da maior relevancia tanto para iniciantes
como para pesquisadores experientes no assunto.

A dedicagao dos autores e seu compromisso com o resultado final dessa jornada
foram da maior sensibilidade. Os Editores, sinceramente, esperam que os leitores
reconhecam as muitas horas de trabalho abnegado que permitiram a existéncia
desta obra.

Finalmente, talvez devéssemos agora nos inquirir sobre o propésito de tudo isso.
Por que trabalhar com tamanho afinco para a existéncia dessa obra? A resposta é
simples e singela: para a construgao de uma sociedade melhor. Um objetivo que
nos tem sido caro e que nos possibilitou encontrar aliados importantes na ABCM,
na FAPERJ e no CNPq. Este projeto é, sobretudo, uma iniciativa feliz da ABCM
e do Pronex “Nucleo de Exceléncia em Turbuléncia” um projeto apoiado pela
FAPERJ e pelo CNPq (Processo No E-26/171.198/2003).

Os Editores
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Capitulo 3

Introducao a teoria
estatistica da turbuléncia

Turbuléncia

O vento experimenta
o que ird fazer

com sua liberdade...

Joao Guimaraes Rosa, Magma (1936).

3.1 Introducao

A teoria estatistica da turbuléncia, introduzida hé cerca de 70 anos em um trabalho
pioneiro de G.I. Taylor (1935), é, atualmente, uma drea de atividade intensa, acom-
panhando de perto o rapido passo dos novos desenvolvimentos computacionais e
experimentais das duas ultimas décadas. O nosso propdsito com esta monografia é
estabelecer fundamentos, mais do que revisar técnicas especificas de investigacao.
Dessa forma, queremos apresentar com um certo nivel de detalhe, em uma solucdo
de compromisso pragmatica, aqueles resultados que devem pertencer a “bagagem”
de formagao de qualquer pesquisador com um sério interesse no assunto.

O problema que iremos discutir é, em linhas gerais, extremamente simples de
se enunciar. Queremos descrever, de um ponto de vista estatistico, as solucoes da
equacao de Navier-Stokes

OV + v30g0q = —0, P + vd%v, + fa,
suplementada pela condigido de transversalidade (= incompressibilidade)
OqUq = 0.

A primeira vista, nosso problema parece mal formulado, pois ndo definimos quais
sao as condigoes de contorno e as forcas externas a que o fluxo de fluido esta

37



38 3. Introducgao a teoria estatistica da turbuléncia

submetido. Esta critica é pertinente se o interesse ¢ modelar o escoamento ao
longo de todas as escalas de comprimento, como se almeja em varias aplicagoes
tecnolégicas. A preocupagdo fundamental da teoria estatistica da turbuléncia,
entretanto, é estudar o comportamento das flutuagoes turbulentas a escalas dimi-
nutas, para fluxos livres de cisalhamento externo e no limite de grandes ntimeros
de Reynolds. E aqui que a hipdtese de universalidade da turbuléncia desenvolvida
oferece uma perspectiva otimista de investigacao. Conjectura-se que a escalas sufi-
cientemente pequenas, a dindmica da turbuléncia torna-se insensivel aos “detalhes
finos” das condig¢oes de contorno e das forcas que garantem a estacionariedade do
estado turbulento.

Apos décadas de experimentacao real e numérica, a hipétese de universalidade
assenta-se como um dos pilares razoavelmente bem verificados sobre os quais a
teoria estatistica da turbuléncia se apoia. No quadro mais simples que pode se
considerar atualmente, toda a informacéo a respeito das forcas externas e condigoes
de contorno, necessaria para atacar o problema das pequenas escalas, resume-se
a apenas dois parametros, a taxa de dissipagao de energia por unidade de massa,
€, e uma escala de comprimento integral, L. Supomos que esses dois parametros
serao suficientes, de fato, se tanto as superficies que limitam o escoamento como
as forgas externas forem dominadas, no espago de Fourier, por modos contidos em
uma esfera de raio k < 1/L.

Ainda embora a arena principal de estudo da teoria estatistica da turbuléncia
nao abarque questoes mais diretamente ligadas aos problemas praticos, seria in-
correto supor que ela negligencia completamente o problema do fluxo préoximo as
bordas. Sabemos que o campo de velocidade flutua intensamente em uma ca-
mada limite turbulenta, o que mostra a absoluta necessidade de um tratamento
estatistico ali. Observamos que alguns trabalhos recentes tém sido devotados a
questoes desta natureza (Sreenivasan, 1988; Perry & Marusic, 2001; Lo et al.,
2005), o que é um esfor¢co muito bem-vindo, mas até o momento incapaz de de-
rivar a célebre lei logaritmica da parede, por exemplo. O ponto é que o fluxo
préximo a superficie de objetos quebra algumas simetrias da equagao de Navier-
Stokes, como as invariancias de translagao e rotacao, o que dificulta enormemente
o tratamento de problemas deste tipo. Esta discussao nos remete, entao, a um
aspecto crucial da teoria estatistica da turbuléncia homogénea: ela se ocupa da
classe de fluxos turbulentos que minimizam, através de mecanismos internos pu-
ramente dinamicos, a quebra de simetrias provocada pela atividade dos turbilhoes
definidos a grandes escalas de comprimento.

Tendo em vista o papel fundamental das simetrias na teoria estatistica da
turbuléncia, é interessante elencar aqui as simetrias elementares conhecidas da
equacao de Navier-Stokes, no caso de forga externa nula, f,(Z,t) = 0 e para os
limites L — oo e v — 0, associados, assintoticamente, a nimeros de Reynolds
elevados:

I. Translagao Espacial (homogeneidade):

t'=t, F=F+p, V(T ) = va(2,1).
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I1. Translacao Temporal (estacionariedade):
t=t+9, 7=z V(T ) = v (T, 1) .

ITI. Invariancia de Galileo:

IV. Paridade:

V. Inversao Temporal:
t'=—t, 7 =7, vl (F ) = —va (T, t) .
VI. Invariancia de Rotagao (isotropia):
t'=t, zl, = ANapzs, vl (T 1) = Aapus(Z,t),
onde Ayg € SO(3).
VII. Invariancia de Escala:
=X, =7, V(@) = N (Ft),
onde A > 0 e h é um namero real arbitrario.

As transformacoes de simetria para o campo de pressao seguém-se imediatamente
daquelas para o campo de velocidade, pois como é bem sabido, temos

P= *37280‘ [’Uga@’va} .

Nao é absolutamente 6bvio, entre as simetrias listadas acima, quais serao verifica-
das na forma dos valores esperados calculados sobre flutuacoes turbulentas. Esta é
uma questao central da teoria estatistica da turbuléncia que chama a nossa atencao
aos fendmenos de quebra esponténea de simetria (simetrias nao realizadas, porém
preservadas) e das anomalias (simetrias nao preservadas), a serem discutidos nas
segoes subsequentes.

Nas nossas consideragoes estatisticas, estaremos supondo ergodicidade, o que
é, sem duvida, uma hipdtese extremamente forte no contexto da turbuléncia, pois
mesmo na mecanica estatistica do equilibrio — o berco da hipétese ergédica —nao hé
qualquer prova rigorosa de ergodicidade para os modelos realistas mais simples.
A hipétese ergddica significa que existem, essencialmente, duas maneiras de se
calcular o valor esperado de um funcional geral (isto é, um observédvel) do campo
de velocidade, representado por Olv, (Z,t)]:

T
Olun(@.0) = Jim 7 [ d Olua(@t+¢)



40 3. Introducgao a teoria estatistica da turbuléncia

ou

1 ,
(Olva(@ 1)) = lim ZO[UEJ)@ 8],

onde o indice i denota realizacoes diferentes do fluxo, geradas, por exemplo, a
partir de um conjunto razoavel de condigoes iniciais fixadas no passado remoto
(t — —o0).

H4 um bom niimero de livros-texto, comegando pelo cldssico Batchelor (1953),
onde se discutem alguns dos aspectos abordados nestas notas. Uma selegao in-
teressante é dada pelas referéncias: Frisch (1995), Davidson (2004), Landau &
Lifschitz (1993), McComb (1991), Pope (2000) e Tsinober (2001). Deve-se levar
em conta que em funcao da grande diversidade de tépicos da &rea, varios dos
quais estabelecidos apenas recentemente e publicados até agora apenas como arti-
gos originais, dificilmente havera um tratado que oferega um panorama completo
da teoria estatistica da turbuléncia.

3.2 Descricao estatistica da turbuléncia

3.2.1 Aspectos cinéticos

Veremos aqui que as hipdteses gerais de homogeneidade/estacionaridade, sime-
tria de paridade e transversalidade, mencionadas na secao anterior irao se refletir
em resultados estatisticos bem definidos para as flutuacées do campo de veloci-
dade turbulento, sem que tenhamos que nos preocupar em investigar a equagao de
Navier-Stokes em detalhe. A nossa motivacdo inicial é, portanto, procurar dedu-
zir o maximo de informacao estatistica associada ao fendémeno da turbuléncia, a
partir de idéias gerais, dispensando o uso de resultados dinamicos mais especificos,
decorrentes das equagoes de movimento.

Correlatores de segunda ordem

Considere dois pontos arbitrarios = e & + p do espago. Um objeto matematico de
grande importancia na teoria estatistica da turbuléncia é a a funcao de correlacao
de dois pontos do campo de velocidade (ou o “correlator velocidade-velocidade”)
definida como

Aas(P) = (va(E, D)0a(E + 1)) (3.1)

As hipéteses de estacionariedade e homogeneidade nos permitem afirmar, como
de fato ja foi adiantado na relagao acima, que este correlator nao depende do
tempo, mas tao somente do vetor deslocamento p. Por outro lado, as condigbes
de transversalidade e isotropia implicam em

Aap(p) = apF(p), (3.2)

onde F(p) é uma funcdo que depende apenas da distancia de separacdo p = |p] e
Lo = dap — 072043 é 0 operador de projecdo sobre modos transversos. A fim
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de provar (3.2), observamos que a natureza tensorial de A, nos permite escrever,
com generalidade, que

Aap(p) = SapFi(p) + 0405 F2(p) (3.3)

para algum par de fungoes Fi(p) e Fa(p). Aplicando a condicao de transversali-
dade, 0, Aap = 03Aap =0, na Eq. (3.3), obtemos

Fy=—07%F,. (3.4)

Assim, substituindo (3.4) em (3.3) e comparando o resultado com a Expressao
(3.2), segue-se que F(p) = Fi(p).

Exercicio 1:

Para sermos mais precisos, poderiamos ter agregado, de fato, a forma tenso-
rial €,3,0,F3(p) & Eq. (3.3) para obter uma expressao verdadeiramente geral.
Entretanto, mostre, usando simetria de paridade, que F3(p) = 0.

Grandes esforcos tém sido dedicados hé varias décadas com o objetivo de se
descobrir como a energia cinética turbulenta é particionada ao longo das escalas
de comprimento. O foco desses estudos é o espectro de energia do fluxo turbulento
no espaco de Fourier, obtido diretamente a partir da funcao de correlacao de dois
pontos do campo de velocidade. Seja

I'(p) = Aaa(p) = (va (&, )va (T + f,1)) - (3.5)

O espectro de energia tridimensional é definido como a transformada de Fourier
de T'(p):

1 . -
Eup(k) = s [ d*Fexpl(—ik - 7T (p). (36)
(27)

Escrevendo I'(p) como a transformada de Fourier inversa de Fsp(k),

Do) = [ &°F explF - ) Ean (k). (3.7)
e fazendo p = 0, obtemos
r0) = (%) = / Pk Esp (k) = / dk Amk? Esp (k) (3.8)
0

de forma que a densidade de energia cinética serd escrita como

1 o0 _ o0
5F(O):/O dk27rk2E3D(k):/0 dk E(k), (3.9)

onde

E(k) = 2wk*Esp (k) (3.10)
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é chamado de espectro de energia simplesmente.

Exercicio 2:
Integrando (3.6) nas varidveis de angulo sélido, em coordenadas esféricas, mos-
tre que

_ L [Tr
Pin(h) = 53 [ do % sealk) () (3.11)
e, portanto,
1 [ee)
E(k) = ;/ dpk p sen(kp)T'(p) . (3.12)
0

Exercicio 3:
1

Mostre, comparando as Expressoes (3.2) e (3.5), que F(p) = 5I'(p).

A verificagao experimental das hipdteses gerais sobre as quais as relacoes ante-
riores fundamentam-se nao é tao simples como poderia se supor & primeira vista.
Para confirmar a validade direta da forma funcional da Eq. (3.2), por exemplo,
seria necessario determinar o perfil detalhado do campo de velocidade em todo o
espago ocupado pelo fluido para varias realizacoes diferentes do escoamento turbu-
lento. Uma tarefa desta natureza exigiria nao apenas métodos de detecgao bastante
sofisticados, mas também uma enorme capacidade de processamento computaci-
onal, fatores ainda hoje limitantes, apesar dos grandes progressos tecnolégicos
recentes.

Todavia, podemos afirmar com segurancga que as nossas hipoteses fundamentais
sao razoavelmente comprovadas pela experimentacao, quando uma anélise cuida-
dosa é produzida a partir daquilo que é possivel mensurar, como discutiremos a
seguir. Tipicamente, um sinal turbulento com frequéncia alta de amostragem é
captado em um tunel de vento ou em uma estagao atmosférica via anemometria
de fio quente. O sinal de velocidade corresponde, pela hipétese de turbuléncia
congelada de Taylor, a um corte unidimensional, isto é, uma “linha” no espago
3D. Imaginando que esta linha seja, por definicao, o eixo z, teremos, portanto,
acesso experimental aos valores esperados

Aas(5) = (val@ )05 + pi, 1)), (3.13)
com os quais introduzimos, agora, as transformadas de Fourier unidimensionais,
1 [ .

Oup(k1) = %/ dp exp(—ik1p) Aap(p) . (3.14)

Usamos, acima, a notagao ki ao invés de k para o numero de onda, por dois
motivos simples: primeiro, para nos lembrarmos de que estamos considerando
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transformadas de Fourier unidimensionais; segundo, diferentemente de k, que é
nao-negativo, temos —oo < k1 < 00.
Reunindo as Egs. (3.2) e (3.7) e o resultado do Exercicio 3, podemos escrever

1 1 - = —
Aui(P) = 5o T(0) = 3Ty [ &°F exp(E - 9) Exn (P

kokg

_ %/ds,g exp(if - 7) (% ol ) Eap(h). (3.15)

Tomando, de acordo com (3.13), 7= p&, e substituindo (3.15) em (3.14), obtemos

K., k/
Onp(k1) = / dp exp(—ikyp) /d3k: exp(ikyp) <6a5 oz >E3D(k)

1 ko ki
=— | @K (K, — k) (6 Esp (k). (3.16)
= 9 1 1 af — k 3D .

Investigaremos O, para os casos (i) « = f =1e (ii) @ = 8 = 2. O espectro de
energia F(k) poderd ser escrito convenientemente, de fato, em termos de ©11(k)
(Exercicio 4). Ademais, os casos (i) e (ii) estao funcionalmente relacionados entre
si (Exercicio 6), o que fornece uma maneira factivel e ao mesmo tempo rigorosa de
se testar experimentalmente hipoteses gerais da teoria da turbuléncia homogénea
e isotrépica.

(i) Caso a = g = 1:

Obtemos, a partir de (3.10) e (3.16),

1 K2\ E(k
@11(k1) = E /dkg dkg <]. - k‘2> 16(2) 5 (317)

onde k* = k? + k3 + k2. Definindo as coordenadas planares kL = (ko, k3) =
k. (cos ¢,sen ¢), e integrando sobre o angulo polar ¢, podemos re-escrever a equa-
¢ao acima como

O (k1) Z;/Oooku_dkl (1— i )E(Vk%+k2¢). (3.18)

k3 + k2 k3 + k2

A troca de varidveis k; — k, com k = k% + ki, torna a expressao para 011 (ki)

ainda mais simples:
1 [ k2\ E(k)
= — 1 - - I 1
Oulh) =y [k (1-3) 5 (3.19)
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(ii) Caso a =3 = 2:

Novamente, usando (3.10) e (3.16), escrevemos

Ona (k1) = %/dkz dks ( - ’lﬁ) Ek(,f) . (3.20)

Observe que a integral acima nao muda se fizermos a permutagao de varidveis
ky < k3. Este fato permite simetrizar (3.20), conduzindo-nos a

1 k2 +k3\ E(k
@22(k1)_8/dk2dk3<2— 2 3> (k)

T k2 k2
1 k2 —k2\ E(k)

=— [ dkodks2— L 3.21
& [ aw ( - ) . (3.21)

1 k#\ E(k)
= — [ dkodks [ 1+ —% :
877_/ 2 3( * I<;2> 52
Seguindo, agora, passos inteiramente andlogos aqueles que levaram da Eq. (3.17)
até a Eq. (3.19), obtemos

Ona(kr) = i/:o dk (1 + :i) @ (3.22)

Note que os valores esperados 011 (k1) e O22(k1), chamados de “espectros de ener-
gia unidimensionais” possuem a mesma dimensao que E(k) e, na realidade, sdo
essencialmente equivalentes, a menos de um fator multiplicativo, ao espectro de
energia quando este decai algebricamente no espaco de Fourier (Exercicio 5), como
se acredita ocorrer na turbuléncia.

Exercicio 4:
Mostre, usando a Eq. (3.19) que

d [1dOy (k)
Ek) =k — | -——2]| . 2
(k) dk [k dk (3.23)
Exercicio 5:
Considere o espectro de energia
—a o &
Bk ={ %" s k< ko, (3.24)
ck™*, se k> ko,

com « > 0. Obtenha O11(k) e Oa3(k) para k > ko.
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Exercicio 6:
Mostre, usando (3.19) e (3.22) que

1 dOy (k
O (k1) = 3 O11(k1) — k1% : (3.25)
1

A Expressao (3.25) implica em uma relacdo, no espago fisico, entre as compo-
nentes tensoriais A11(p) e Aga(p). Para obter esta relagdo, substituimos direta-
mente a Eq. (3.14) em (3.25). Obtemos

. 1 .
/dp exp(—ik1p) A22(P) = 5 /dﬂ exp(—ikip) A11(p)
1 . .
+ g/dp exp(—ik1p)iky p A11(p)

= l/dp exp(—ik1p) A11(p)

2
—5 [0 |5 expl-itn)| pan(o 20
=3 [ ar espl-itin) [ an) + 5 (00 )]
= [ o expl-itap) |Ani+ G an(a]
o que leva a
A7) = An(7) + 5 5o An () (3.27)

para j = pi. B comum adimensionalizar a equacio acima, fazendo uso da
varidncia, v3, de uma componente cartesiana qualquer da velocidade. Por iso-
tropia,

g = A11(0) = Az (0) = As3(0) - (3.28)

Definindo, entao (lembrando que §= pz),

A

flo) = 2112

0 (3.29)

(p) = A220) _ Ass(0)
g\p 0 2
re-escrevemos a versao adimensionalizada da Eq. (3.27) como
1 d

9(p) = f(p) + f(p). (3-30)

27 dp
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Figura 3.1: Determinagoes diretas de f(p) e g(p) e indiretas [via Eq.(3.30)] de
g(p), respectivamente, obtidas por Simmons e Salter, como reportadas em Taylor
(1938).

A Eq. (3.30) reflete as propriedades conjecturadas de homogeneidade/esta-
cionariedade e isotropia do fluxo turbulento. Sua verificagdo experimental, como
indicada na Figura 3.1, é um marco importante da teoria estatistica da turbuléncia.
Observe, entretanto, que a simetria de paridade nao é testada por (3.30), pois ape-
nas as componentes tensoriais nao-diagonais da fungao de correlagao velocidade-
velocidade contém este tipo de informagao (reveja o Exercicio 1). O problema da
existéncia ou nao de simetria de paridade em turbulencia homogénea tem recebido
atencao recentemente e existem indicagoes de que esta simetria possa, de fato,
ser espontaneamente quebrada (isto é, a simetria néo seria observada a pequenas
escalas, mesmo em escoamentos turbulentos sob condigbes de contorno/iniciais
simétricas) (Kurien, 2004; Kholmyansky et al., 2001).

Com o intuito de se treinar um pouco mais a aplicagao das idéias de simetria
e a andalise cinética de valores esperados, seguem-se alguns exercicios adicionais.
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Exercicio 7:
Retornando a definicao de Fg( ), dada no Exercicio 1, mostre que o valor
esperado da helicidade, h = d - U, é

<awv>aﬁgwmﬂ, (3.31)

onde w, = €,3,03v, representa a vorticidade. Dessa forma, a observacao de
helicidade média nao-nula, em determinado tipo de experimento, poderia fornecer
evidéncia sobre o fendmeno da quebra espontanea de simetria de paridade.

Exercicio 8:
Tomando a transformada de Fourier do campo de velocidade, 0, (k), mostre

que Esp (k) = (|5a(k)|2) e que, portanto, o espectro de energia satisfaz a E(k) > 0.

Exercicio 9:
Usando as Egs. (3.2), (3.13) e a definigdo de f(p) em (3.29), mostre que

2
Aas7) = 32 [3us 3o (02) = papa'y | (3:32)

Sugestao: Faga F(p) = 92°G(p) e encontre a relagao entre G(p) e f(p).

Exercicio 10:

(i) Mostre, a partir da desigualdade evidente {[v1 (F)+ vy (Z)]?) > 0, para qual-
quer A real, que | f(p)| < 1. Usando um argumento analogo, mostre que |g(p)| < 1.
Obs: nao existe nenhuma razao, a priori, para que f(p) seja estritamente positiva.
Entretanto, é isto o que se observa em turbuléncia, devido as peculiaridades do
espectro de energia (veja Davidson (2004) para uma discussio).

(ii) Mostre que fooo dppg(p) = 0 (isto é, g(p) possuird, necessariamente, valores
positivos e negativos).

Exercicio 11:
Considere um campo escalar qualquer ¢(&,t) (por exemplo, o campo de pressao
ou o campo de densidade de energia cinética). Mostre que (¢(Z,t)v, (T, t)) = 0.

Exercicio 12:
Ainda considerando um campo escalar qualquer ¢(Z,t), mostre que

(6@ 1) - 0@, ") =0.
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Transformadas de Fourier e o teorema da amostragem

Considere a produgao, por meio de anemometria de fio quente, de uma amostra
discretizada, de tamanho N, dos valores de velocidade turbulenta ao longo de um
corte unidimensional do espago 3D. Os parametros essenciais aqui sdo o tama-
nho do sinal, que consiste de N pontos, e a separacao temporal a, entre duas
observacoes consecutivas da velocidade. Em outras palavras, o sinal, obtido com
taxa de amostragem v = 1/a, possui extensao temporal Na.

Um dos problemas importantes com o qual o experimentalista se depara é
aquele de fixar convenientemente os valores de a e N, bem como o nimero de amos-
tras, de forma a poder investigar, por exemplo, as relagbes obtidas na subsecao
(3.2.1) para o espectro de energia e fungoes de correlagao. Para desenvolver uma
discussao mais especifica, seja, entao, u, a componente longitudinal da velocidade
em um tunel de vento, captada por um anemoémetro, onde r = 1,2,..., N. Fa-
remos corresponder a velocidade u,., pela hipétese de Taylor, a medicao realizada
em um ponto de coordenada espacial z, = (r —1)aU, onde U é a velocidade média
do escoamento. A transformada de Fourier unidimensional discreta de u,. pode ser
definida como

N
— Zur exp(—iksz,), (3.33)

onde ks = 2m(s—1)/aU é o ntimero de onda discretizado, com s = —N/2, —N/2+
., N/2 — 1. Teremos, portanto,

{|us]?) =~ Z Z Uplpr ) €Xp[—iks (@ — T47)] . (3.34)

r=1r'=1

Usando agora a versdo de Fourier invertida da Eq. (3.14), obtemos
(Upttye) = / dky O11 (kr) expliks (y — 7)) (3.35)
Substituindo (3.35) em (3.34), encontramos

o) = 5 [ dhalAGe — k)P 01k, (3.36)

onde

A(ky — ks) Z expliz, (k1 — ks)] . (3.37)

A Soma (3.37) pode ser calculada exatamente, pois é uma soma de progressao
geométrica. Definindo ¢ = exp[iaU (k1 — ks)|, temos

Nl sen [Ma¥ (k) — kg
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Figura 3.2: Gréficos de h(k;) para (a) N =4 e (b) N = 10. Em ambas as curvas
fizemos aU = 1.

Dessa forma, substituindo (3.38) em (3.36), obtemos

Sen [NaU (ky — k)]
s ©11(k
Jasl) =+ / e e g O

aU dk‘1 h(ky — ks) ©11(k1) (3.39)

1 o0
- = /_m dky h(ky) ©11 (ks + k1) |

onde

(k) = 47 [ AGR) (3.40)

Exercicio 13:

Mostre que

(1) limk1—>0 h(k’l) = NG,U;

(ii) os zeros de h(k1) ocorrem para ki = +£27n/NaU, com n = +1,+2,...;
(iii) h(k1) é uma fungao periédica de periodo 27/aU.

Os graficos de h(kp) para os casos N =4 e N = 10 estao mostrados na Figura
3.2. Fica claro, desta figura, que os picos tornam-se cada vez mais altos e estreitos
a medida em que N aumenta. Fixando aU e tomando o limite N — 0o, podemos
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escrever, de fato, h(k1) como uma soma de fungoes delta de Dirac transladadas:
2mn
h(ky) = ¢ Z ) (k1 + ) (3.41)
n=-—oo

onde ¢ é uma constante a ser determinada. Observe, a partir de (3.41), que

7/aU

—m/aU
Usando, entdo, (3.38), (3.40) e (3.42), encontramos

al [TV sen? (% k:l)

3.43
N—oco N —7n/aU ! sen? (% kl) ( )

A integral em k; pode ser re-escrita em termos de © = NaUk; /2, o que d4

7rN/2 2 oo 2
c= lim — / Se; @) __, / P O (3.44)
N-Soo N2 7rN/2 ¥ sen (x/N) x?

o0

O valor acima de ¢ e as Egs. (3.39) e (3.41) nos levam a

(Jas|*) Z O (k U =, (3.45)

n=—oo

Uma escolha adequada de a estard relacionada a banda de frequéncias com a qual
o sinal de velocidade é filtrado eletronicamente. Assim, imagine que o sinal seja
descrito, apds o tratamento eletronico, pela banda de frequéncias angulares w €
[—wo,wo], 0 que significa afirmar que ©11 (k1) = 0 para |ki| > wp/U. Escolhendo
a < 7/wy, a Eq. (3.45) nos da

. 27
(Jas|*) = o Onlks). (3.46)
Para que as transformadas discretas nao sejam contaminadas por modos de Fou-
rier adicionais (efeito de “aliasing”), como indicado pela Eq. (3.45), a frequéncia
minima de amostragem do sinal deverd ser, portanto,

1/maz = wo /7 =2V, (3.47)

onde v, = wp/2m é a chamada “frequéncia de corte” do anemoémetro. A fim de
reconstruir corretamente o espectro de energia, por exemplo, a partir dos sinais
produzidos por um anemdmetro que opera com uma frequéncia de corte de 10
kHz, é necessério utilizar uma taxa de aquisi¢ao de 20 kHz. O Resultado (3.46) é,
na realidade, uma aplicagdo particular do “teorema da amostragem” (ou “teorema
de Nyquist”) da teoria de processamento de sinais Hubbard (1998).
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Obviamente, ainda nao respondemos a pergunta “quais sao os valores razoaveis
de N e a?”, mas apenas concluimos que N deve ser tao grande quanto pudermos
fazé-lo e que o valor maximo de a depende da frequéncia de corte v, do equipamento
a disposicao. Valores aceitdveis de N e a dependem de suposigbes acerca da
natureza do escoamento que estd sendo investigado. Verifica-se que a aproximacao
de turbuléncia homogénea e isotrépica é valida em uma faixa de nimeros de onda
krp ~1/L <k <k, ~1/n, a chamada “faixa inercial” (inertial range). As escalas
de comprimento L — a escala integral — e n — a escala de Kolmogorov — sao, a
grosso modo, as escalas onde a energia é injetada e dissipada, respectivamente, no
escoamento turbulento. Nimeros de Reynolds elevados estao associados a L/n >
1. Para que a faixa inercial seja bem resolvida experimentalmente, queremos que
a largura dos picos de h(k1) seja suficientemente pequena. Isto nos dé a seguinte
condigao (reveja o Exercicio 13):

1
k 3.48
NaU <L, (3.48)
isto é,
N> L (3.49)
i .

Por outro lado, se quisermos detectar flutuagoes que ocorrem até escalas pequenas
de comprimento, da ordem de 9, deveremos impor

all ~ 6. (3.50)

Como um exemplo realista, suponha que em um tunel de vento, tenhamos U = 10
m/s, 7 =10"%* m e L = 0.2 m. Um equipamento com frequéncia de corte de 20
kHz e, associado, pela Eq. (3.47), a a = 2.5 x 107° s, serd capaz de sondar escalas
de comprimento de até § = 2.5 x 10™* m, isto é, § = 2.57. Por outro lado, o
tamanho da amostra terd de ser escolhido de forma a satisfazer a Relacdo (3.50),
o que nos da

N > 8 x 102, (3.51)

de maneira que N = 5 x 10* ja é, provavelmente, uma boa escolha para o tamanho
de uma amostra simples.

O numero de amostras necessario para se executar um célculo razoavelmente
preciso de valores esperados, tais como {|us|?), dependera de quao flutuantes sao
os resultados obtidos amostra a amostra, o que é algo dificil de se controlar a
priori. Supondo, grosseiramente, flutuagées da ordem de 20% ao redor dos valores
esperados, um conjunto de 400 amostras, estimativamente, fornecerd uma precisao
de 0.2/1/400 ~ 1%. Observe que 400 amostras corresponderiam aqui a um tempo
total de medigao de 500 segundos.

As escalas de comprimento integral e de Taylor

A definigao usual do nimero de Reynolds envolve uma escala macroscopica de
comprimento, denotada por L, a chamada de escala integral, j4 mencionada na
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subsecao anterior. Grosso modo, a escala integral d4 a dimensao tipica das mai-
ores estruturas auto-correlacionadas, isto é dos turbilhdes (“eddies”) coerentes,
do escoamento. Uma maneira interessante de se definir L faz uso da funcao de
correlagao g(p),

L= /000 dpg(p) . (3.52)

As defini¢oes utilizadas para o nimero de Reynolds néo sdo universalmente padro-

nizadas, o que é, as vezes, fonte de confusao. Uma definigao razoavel é a seguinte:
LUO

Re = —, (3.53)

14

onde L é o comprimento dado por (3.52) e vg = /(v?). O ntimero de Reynolds
assim definido estd associado, devido a definicao da escala L, as flutuagoes de
velocidade que ocorrem no “topo” da faixa inercial. E possivel, de fato, definirmos
um parametro adimensional, com papel semelhante ao do nimero de Reynolds
que, entretanto, baseia-se em flutuacoes locais, definidas a pequenas escalas, o
nimero de Reynolds-Taylor:

- )\1}0
onde v
N (3.55)
((01v1)?)

¢é a chamada “micro-escala de Taylor”.
Vamos mostrar, agora, que o nimero de Reynolds-Taylor pode ser escrito como

0 F
Ry=1/>—=, 3.56
A 3 70 (3.56)

onde E = (#?)/2 e Q = (J?)/2 sdo as densidades médias de energia e enstrofia,
respectivamente. A prova de (3.56) baseia-se nas seguintes relagoes:

(i) E= gvg, (3.57)
(i) ((Qw)?*) = %Q (3.58)

Um céleulo rdpido nos faz ver que (3.54), (3.55), (3.57) e (3.58) levam & Eq. (3.56).
Ao passo em que a Relagdo (3.57), decorre imediatamente de isotropia,

(0°) =

a prova de (3.58) é, por outro lado, mais delicada. Definimos, como ponto de
partida, a fungao de correlagao

Aasrs(P) = (Davs (@, 0)0,05(E + 5,1)) - (3.60)

<(vf + vl + v§)> = % <vf> = gvg, (3.59)

E =

N =
|
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Usando (3.2) e o resultado do Exercicio 3, podemos re-escrever (3.60) como

1
Aaprs(p) = 5020, I(p) - (3.61)

Substituindo (3.7) em (3.61) e tomando o = 8 = v = ¢ = 1, obtemos

1 [ - ~
Ann(p) = 5 /d3k ki [1—k7%k]] Esp(k) exp(ik - p). (3.62)

Dessa maneira,
1 =
A1111(0) = <(61U1)2> = §/d3k k‘% [1 — ]{7—216%] E3D(k‘)

0o ™ 27
= % / dk k* Esp (k) / dé / do [1 — sen? 6 cos? gb] sen® @ cos? .
0 0 0
(3.63)

As integragoes angulares em (3.63) podem ser calculadas exatamente, levando a

<(81’U1)2> = % /OOO dk k‘4 Egp(k‘) . (364)

Resta-nos desenvolver o cédlculo de 2. Consideremos a fungao de correlagao vorti-
cidade-vorticidade,

1, 1 . L
5 <w(:z:, t) : W(‘T + P, t)> = 55(1[37 €aos <85U7(£E, t)aavé(z + 0, t)>
1 1
= 51080045 = 955010 Apy05(P) = =7 (055015 — 05507510505 1155 I'(p)
1 1 g -
= —§a2r(p) = 5/dBk k* Esp (k) exp(ik - ). (3.65)

Nas igualdades acima, fizemos uso, em sequéncia, das Eqgs. (3.60), (3.61) e (3.7).
Obtemos, da Eq. (3.65),

1 1 - >
Q= 5<¢32> = 5/d% k* B3p(k) = 27T/ dk k* E3p (k). (3.66)
0
A Eq. (3.58) segue, entdo, diretamente de (3.64) e (3.66).
A funcéo de correlagao g(p) fornece uma maneira alternativa de se calcular a
micro-escala de Taylor A. A expanséo de g(p) em série de poténcias, é, de fato,

?

9(p) =1 =35 +0("). (3.67)

A expanséo de g(p), truncada até a segunda ordem, é representada graficamente
por uma pardbola, mostrada na Figura 3.3 (a aproximagao parabélica é boa, como



54 3. Introducgao a teoria estatistica da turbuléncia

Figura 3.3: A linha sélida é o grafico da fungdo g(p); a pardbola tracejada repre-
senta a expansao de g(p) até a segunda ordem em série de poténcias de p.

a experiéncia indica, apenas para p < A). A Relacao (3.67) é consequéncia da Eq.
(3.30). Derivando esta tdltima equagao sucessivamente em relacdo a p, obtemos

d d d?
%g(p) = gdfpf(p) + %p e (p) (3.68)
e
d? d?
00 =2 1(0) + 3 ). (3.69)

Fazendo p — 0 em (3.68) e (3.69) e usando a defini¢do da micro-escala de Taylor,
dada pela Relagao (3.55), vem

d 3 d . o
dfpg(p) o idipf( p) o = 7(2)67@1(33’0“1(334‘%’7?» o
- 33<81vl> —0. (3.70)
d2 d2
dfpgg(l’) . dpr( )‘ i = 22 e 5 (V1 (&, t)v1 (T + p2, 1)) )
p= p= p=
_ _1}2%«51@1)% - —%. (3.71)

As Egs. (3.70) e (3.71) justificam, portanto, o Resultado (3.67).
A micro-escala de Taylor nao possui uma interpretagao fisica evidente, como
no caso das escalas de comprimento integral e de Kolmogorov. Uma conjectura
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recente (Holm et al., 2005) propoe que a escala de Taylor demarca a transigéo entre
a faixa inercial e a regiao dissipativa, no contexto lagrangiano, mas uma resposta
conclusiva ainda néo foi estabelecida. A discussao sobre a a escala dissipativa de
Kolmogorov, 7, de importancia fundamental na turbuléncia, serda aprofundada na
Secao 3.3.

Exercicio 14:

Mostre que

(1) <(81’l)1)2> = -2 <811)1(92U2>;
(ii) <81’U182’()1> =0.

Exercicio 15:

Mostre que

(i) Jo~dp f(p) = 2L;

(i) f(p) =1 —p*/23° + O(p°).

3.2.2 Aspectos dinamicos

A equagao de Navier-Stokes nos permite discutir, a principio, questoes dindmicas
associadas ao regime turbulento estacionario, tais como o balanco de energia e a “lei
zero” da turbuléncia. Seremos capazes, adicionalmente, de estabelecer uma relagao
fundamental entre as fungoes de correlagao de dois e trés pontos — a equacao de
von Karman-Howarth — que as hipdteses gerais de simetria nao seriam suficientes
para fornecer. A equacao de von Karman-Howarth é o pilar sobre o qual baseia-se
um dos poucos resultados exatos (e, afortunadamente, de importancia crucial) da
teoria estatistica da turbuléncia — a lei dos 4/5 de Kolmogorov.

A “lei zero” da turbuléncia

O balango de energia em um fluxo turbulento pode ser estudado de maneira muito
direta multiplicando escalarmente a equacao de Navier-Stokes pelo campo de ve-
locidade. Obtemos

Va0tV + Va¥803Va = —0q 0o P + V000?00 + Vo fa - (3.72)
A Eq. (3.72) pode ser re-escrita na forma de uma equacao de continuidade,
0te + Onjo = —Va0a0P + 1060%Va + Vo fa , (3.73)
onde

1
e= 5172, Ja = €4 (3.74)

sao, respectivamente, a densidade de energia e a densidade de corrente de ener-
gia. O lado direito da Eq. (3.73) contém todas as fontes e sumidouros de energia
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do nosso modelo: forgas internas de pressdo (componente conservativa) e de vis-
cosidade (componente dissipativa) e a contribuigdo de for¢a externa, responsével
pela injegdo de energia no fluido. Integrando (3.73) em todo o espago (usando
integragoes parciais) e tomando valores médios, obtemos

oB=-" / BF([Davs + Dval?) + / BEvafa). (3.75)

Observe que a condigao de estacionariedade pareceria, a primeira vista, incom-
pativel com o limite de viscosidade nula: obteriamos, aparentemente, a relacao
J d*ZF(va fo) = 0. Entretanto — e aqui surge uma hipétese fundamental em tur-
buléncia — iremos supor que o primeiro termo no lado direito da equagao acima
nao se anula no limite inviscido. A este fenémeno dé-se o nome de “anomalia dis-
sipativa”, também conhecido como “lei zero” da turbuléncia. Em termos fisicos,
o limite de viscosidade nula devera ser acompanhado de configuragoes que contém
gradientes de velocidade cada vez mais intensos, como filamentos ou folhas de
vorticidade.
No regime estaciondrio e homogéneo, obtemos, a partir de (3.75),

(vafa) = 5 (18avs + Ogval?) (3.76)

indicando que toda a energia injetada localmente no fluido por unidade de massa
e por unidade de tempo (lado esquerdo da equagao) serd transformada em calor
pelo mecanismo de dissipagao viscosa (lado direito da equagao). De acordo com a
lei zero, este fato continua valido para viscosidades tao pequenas quanto se queira.
Equivalentemente, por similaridade, imaginando a viscosidade como um parametro
essencialmente fixo — como o é em termos experimentais — a lei zero nos diz que
a taxa de dissipagao de energia é estavel mesmo na situagdo em que a injecao de
energia esteja correlacionada em escalas de comprimento integral L progressiva-
mente maiores. A lei zero da turbuléncia é um dos problemas matematicos abertos
mais importantes no tratamento rigoroso da equagdo de Navier-Stokes (Foias et
al., 2005).

“Anomalias” analogas s&o comuns em teoria quantica de campos, onde sime-
trias cldssicas nem sempre sao restauradas por um processo de limite, devido as
perturbacoes causadas por flutuagoes quanticas. No nosso caso hidrodinamico, a
simetria de inversao temporal, dada por t — —t e v, — —v,, valida para a equagao
de Euler, conservativa, nao ¢é valida para a equagao de Navier-Stokes, mesmo no
limite de viscosidade nula, como se pode verificar quando valores esperados s&o
calculados. A energia mecéanica, como o exemplo mais evidente, ndo é conservada
neste limite, de acordo com a lei zero da turbuléncia.

Note que ha uma diferenca importante entre os conceitos de quebra espontanea
de simetria e anomalia. No fendomeno da quebra espontanea de simetria, diferen-
temente do que ocorre no caso de anomalias, as leis de conservacao continuam
vélidas no limite em que parametros que perturbam a simetria sao removidos.
Entretanto, as solugtes das equagoes de movimento ou determinadas fungoes de
correlagao, por exemplo, nao serao invariantes frente as transformacoes do grupo
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de simetria quebrado. As solugoes e fungoes de correlacao alternativas que se
obtém através da agao de elementos do grupo de simetria poderao ser observadas
em outras realizagoes do mesmo experimento.

Uma metéfora consagrada, criada por Abdus Salam, nos ajuda a entender a
quebra espontanea de simetria. Imagine uma mesa de jantar circular, onde entre
cada dois pratos um guardanapo é simetricamente disposto. Obviamente, um con-
vidado devera selecionar um dos guardanapos e deixar o outro para o vizinho. Mas
qual dos guardanapos é a escolha correta? aflito pelo dilema, um dos convidados
precipita-se e escolhe o guardanapo a sua direita. Os outros, consequentemente,
escolhem os guardanapos situados a direita de cada prato. Dizemos, assim, que
o convidado precipitado quebrou a simetria de paridade que havia na mesa de
jantar. Ele poderia ter escolhido o guardanapo a esquerda, é verdade, e a sime-
tria de paridade teria sido quebrada de maneira alternativa. O fato da escolha do
guardanapo a esquerda ser igualmente provavel, a principio, indica que a lei de
conservagao da paridade continua valida, quando investigada sobre o ensemble de
todos os jantares deste tipo!

E comum indicar a taxa de dissipagao de energia pelo simbolo ¢, isto é,

£ = —v{v,0%0,) . (3.77)
Sob a hipétese de homogeneidade, teremos
€ = v{03v,,08V4) (3.78)

Observe que a segunda igualdade em (3.65) implica (&%) = Agapa(0) — Agaas(0).
Porém, devido & condicao de incompressibilidade, Agaag(0) = 0, e assim,

<(.32> = Aﬁaﬁa(o) = (8511(18/31;@) . (379)

Comparando as Egs. (3.78) e (3.79), concluimos que
: (3.80)

ou seja, a enstrofia diverge no limite de viscosidade nula. Este resultado nos
indica claramente que estruturas de vorticidade intensa deverao surgir no limite
de nimeros de Reynolds elevados. Usando (3.55) e (3.58), podemos escrever, a
partir de (3.80),
15003
=z
H& uma relagao entre o nimero de Reynolds baseado na escala de Taylor e o
ntmero de Reynolds usual. Da Defini¢ao (3.54) de Ry e de (3.81) vem que

(3.81)

W _ e
v 14

R} =

(3.82)

Supondo, no limite de viscosidade nula, que L. = v§ /e ndo dependa de v, entdo
L. que tem dimensao de comprimento, devera ser proporcional ao comprimento
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integral L introduzido em (3.52). Dessa maneira, concluimos que a ndmeros de
Reynolds elevados, vale Ry o« vRe. Em vérios trabalhos, o nimero de Reynolds
convencional é definido em termos do comprimento integral L.. Nesse caso, tere-
mos

Ry = V15 Re (3.83)

para regimes fortemente turbulentos.

Relacao de von Karman-Howarth

Vamos concentrar, agora, a nossa atengao na evolugao temporal da funcao de dois
pontos, tal como implicada pela equagao de Navier-Stokes. Para simplificar a
andlise, escolheremos para objeto de estudo a fungao de correlagao escalar

Ana(p,t) = (o (T, t)vo (T + 7, 1)) - (3.84)

Observe, diferentemente de (3.1), que a dependéncia temporal nao foi suprimida
na definicao acima de A,,. Apesar de relaxarmos a condicao de estacionariedade,
estaremos supondo, em toda a nossa argumentacao, que as fungoes de correlacao
referem-se a regimes isotrépicos e homogéneos.

Considerando as equagoes de Navier-Stokes tomadas nas posigoes T e & = T+,
escrevemos

vl [O1va + v0pve = —0a P + 1/8211&] ,
Vo [@v’a + vpdjpv, = =0, P + 1/8/21);} .

(3.85)

Somando estas duas equagdes, e notando que (v,0, P’y = (v,0,P) = 0, obtemos
Ot Ana(p,t) — 95[Asaa(Frt) — Apaa(—pit)] = 200* Analpst) (3.86)

onde as derivadas espaciais referem-se as coordenadas de g e fizemos uso da funcao
de correlacao tripla, o tensor de terceira ordem

A (7.1) = (va(@, )03 (&, D)o (T + 7.1)) - (3.87)

A Eq. (3.86) nos antecipa um fato dramético da teoria estatistica da turbuléncia:
equagoes de evolucao para funcgoes de correlagao de n pontos irao depender de
funcoes de n + 1 pontos, gerando uma hierarquia infinita de equagoes. Este é o
célebre problema do “fechamento” em turbuléncia. Ao longo dos anos, tentativas
diversas, com graus limitados de sucesso tém sido elaboradas para truncar de
alguma forma a hierarquia de equagoes, havendo um certo consenso em relagao
a ineficdcia das atuais aproximagoes nos limites de turbuléncia intensa ou em
regides muito intermitentes, como na faixa de escoamento viscoso em camadas
limites turbulentas.

A Eq. (3.86) pode, de fato, ser transformada em uma equagao equivalente e
mais simples usando-se uma forma conveniente para a funcao de correlagao tripla.
O tensor de terceira ordem mais geral para Ang (g, t) é dado por

Aapy(p,t) = Alp,t)pa ps py + B(p:1)(padsy + padary) + C(ps1)py0ap,  (3.88)
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onde A(p,t), B(p,t) e C(p,t) sdo fungoes desconhecidas a principio. Estas trés
fungoes nao sao independentes entre si, como mostraremos agora. A condigao de
transversalidade

0
— Ay, =0 3.89
apw afBy ( )
implica em
0 20 0
5A + A+B> o +<ZB+SC—|— C) dap =0, 3.90
( o, At 55,8 ) Pars ap 3 (3.90)
isto é,
0 20
5A+p—A+-—B=0, 3.91
dp pop (3.9)
2B+3C+p90=0. (3.92)
dp
Por outro lado, como A~ (p,t) = 0 (veja o Exercicio 11), obtemos
(Ap*> +2B+30)p, =0 (3.93)
e assim,
Ap* +2B+3C =0. (3.94)

A Eq. (3.91) é, de fato, redundante, pois pode ser obtida de (3.92) e (3.94). Estas
duas ultimas equagdes nos dao

10
A=-Y¢, 3.95
> 9p (3.95)
3 p 0
B=-5C-55,C" (3.96)

Serd 1til, aqui, re-escrever as funcoes A e B em termos da fungao tripla longitudinal
A111(p,t) = K(p,t). Fazendo, portanto, a = f=v=1ep; =p, p2 =0, p3=0
em (3.88), e usando (3.95) e (3.96) obtemos

K(p,t) = Ap® +2Bp+ Cp = —2pC(p,1). (3.97)

Substituindo em (3.88) as Solugoes (3.95) e (3.96), com C' = —K/2p, via (3.97),
encontramos

- 1 0 1 0
Aapy(p,t) = ﬁ (K - &OK> Pa Pp Pyt @ <2K - Paﬁ)K) (Padpy + ppday)
K

A partir da (3.98), o termo dependente da fungdo de correlagdo tripla na Eq.
(3.86), pode ser expresso como

Olsan(70) - Ason(-7.0] = (3 +3) (5545 K(p0). (30
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Adicionalmente, o Exercicio 9 nos fornece

(0a1%) = Aaalp.0) = (5 +3) Flp.0), (3.100)

onde f(p,t) = Ay1(pi,t). Substituindo as Relacdes (3.99) e (3.100) em (3.86),
obtemos

o . B d d .
(pap + 3) of = (pap - 3) ((9[) + i) K+ 2v0? Kpap + 3) f} - (3.101)

Nao é dificil mostrar, usando a forma esfericamente simetrica de f (p, 1), que

0 ; 0 9?2 409\ :
21 p= = (p=— — = 102
0 Kpalﬁ?’) f} <p3p+3> (302+p5p)f’ (3.102)
0 que nos permite re-escrever a Eq. (3.101) como
0 = 0 4 92 40\ ;
(p8/)+3> {&f— <5’p+p)K+2V (8p2+p5’p) f} . (3.103)

Como o modo nulo do operador (pd/9dp + 3) é singular para p — 0 e nio espera-
mos singularidade alguma neste limite para os termos dependentes de f e K em
(3.103)*, concluimos que

. o 4 AW

resultado conhecido como equacdo de von Kdrman-Howarth (Karmén & Howarth,
1938). Equagoes andlogas podem ser obtidas para fungoes de correlagio de mais
pontos (veja Fukayama et al. (2000) para uma discussao razoavelmente detalhada
sobre a generalizagdo da relagido de von Karméan-Howarth).

Exercicio 16:

Mostre, a partir da Equagao de von Kérman-Howarth, que

i I= fooo dp p* f(p,t), a chamada integral de Loitsyansky, é uma quantidade
conservada no tempo, desde que se suponha que K(p,t) decaia suficientemente
rapido para p — oo. A invaridncia de I estd ligada a lei de conservacgao do
momento angular (veja a discussdo em Landau e Lifshitz (1993)).

(ii) no regime em que a fungao de correlagao tripla possa ser desprezada (apro-
ximagao viscosa), teremos, assintoticamente,

~ 5 2
f(p,t) xt™ 2 exp {_8,0%} : (3.105)

1De fato, supomos que as funcdes f e K sejam analiticas em p = 0. Além disso, K(0) =
(v3) = 0 e, de acordo com a subsecdo (3.2.1), teremos f(p,t) = O(p?) para p — 0.
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tal como obtido por Kolmogorov (1941b). Observe que este resultado, em bom
acordo com a experiéncia, indica que a energia cinética decai como t~%/2 para
tempos grandes, quando o numero de Reynolds torna-se suficientemente pequeno,
fora do regime turbulento.

Lei dos 4/5 de Kolmogorov

Investigando a equacao de von Karman-Howarth, um pequeno grande passo foi
dado por Kolmogorov em 1941, apenas trés anos apds a publicagao daquele re-
sultado. A idéia de Kolmogorov, imbuida de consideravel intuicao fisica, foi re-
formular a equacao de von Kdarman-Howarth em termos de funcoes de estrutura.
Funcoes de estrutura de ordem n sao valores esperados dos momentos de diferencas
de velocidades. Mais especificamente, definimos

Si(p,t) = ([ (T, ) — vi(F + p2, 1)]") (3.106)

ST (p.t) = ([va(@, ) — va(@ + pi D]") (3.107)

como as fungoes de estrutura longitudinais e transversais de ordem n, respecti-
vamente. O interesse em estudar tais funcoes de correlagao estd ligado ao fato
de que o fluxo turbulento pode ser concebido como um sistema dindmico onde
véarias escalas de comprimento estdo acopladas entre si. No célculo das fungoes de
estrutura, a contribuicao dos turbilhoes definidos a escalas maiores é minimizada,
permitindo que as flutuagoes de velocidade a escalas menores tornem-se mais evi-
dentes. De certa forma, as fungoes de estrutura tém o papel de “microscopios
matematicos” que nos servem para investigar como se processa o fluxo turbulento
até escalas diminutas de comprimento. Em termos mais técnicos, podemos dizer
que a vantagem essencial das fungoes de estrutura reside na invariancia de Galileo
destas fungoes de correlagao, removendo, assim, os efeitos espurios de translagao
provocados pelos grandes turbilhoes do fluxo.

Implicita na nossa discussao estda a conjectura de que algum tipo de auto-
ordenamento deve ocorrer na turbuléncia a pequenas escalas. A visao da tur-
buléncia como uma cascata de turbilhoes definidos em varias escalas de compri-
mento remonta a Richardson (1920), como a traduziu em uma parddia poética até
hoje evocada com grande frequéncia por fluido dinamicistas:

Big whorls have little whorls,

Which feed on their velocity;

And little whorls have lesser whorls,

And so on to viscosity (in the molecular sense)?.

20 trabalho literario original, uma sétira aos naturalistas escrita por Jonathan Swift (1667-
1745), verseia assim: So, naturalists observe, a flea / Has smaller fleas that on him prey / And
these have smaller still to bite’em / And so proceed ad infinitum.
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Para escrever a equagao de von Kédrman-Howarth em termos de fungoes de estru-
tura, tomemos a derivada parcial de S¥(p,t) = 2f(0,t) — 2f(p,t) em relacio ao
tempo. Nao é dificil verificar que

853 (p,t) = %% (v2(0,t)) — 20, f(p,t). (3.108)

O primeiro termo no lado direito da equagao acima é, por defini¢ao, —4e/3. Uti-
lizando a equagao de von Karmén-Howarth, podemos re-escrever (3.108) como

4 o 4 2 40\
L _ = __ -~ = _ -~ =Y
0y = —ge—2 <6,0 + p) K —4v (W + pap) f. (3.109)

Notemos, agora, que
$E(p,t) = ([01(7.1) — 01 (7 + i, O] )
=6A111(pa,t) =6 K(p,t), (3.110)
f(p7t) :f(oat)_552 (p’t)' (3'111)

Usando as Relagoes (3.110) e (3.111), a Eq. (3.109) transforma-se em

4 1/0 4 0% 40
Sy = e —+-)SE+2v( =5+ =) SF 3.112
AN 3(3p+p> s V(3p2+p0p> 2 (3.112)
ou, em forma mais compacta,
4 1 0 2v 0 0
oSk = —— e —  (ptsk) + = (p* =5k 3.113
2 36 3p4ap(p 3)+p4ap pap 2 ) ( )

a versao kolmogoroviana da equagao de von Kéarman-Howarth.

A extensdo da Eq. (3.113) para incluir a presenga um campo de forca externo,
fa(Z, 1), ndo oferece problemas (deixamos como um exercicio). Apenas um termo
adicional deve ser incluido agora:

1 0, 4.1 2v 0
3p46p(p 3)+p48p

My

4 )
oSk = -3 (p4apS2L> + D(p,t) , (3.114)

onde & = (fova) — d{(?/2))/dt e

D(p, t) =2 [2 <U1(f7 t)fl(fv t)> - <’U1(fv t)fl(f_F pj?,t»

— (i (F + pi, t) f1(T,1))] - (3.115)

Observe que as simetrias de paridade, isotropia e homogeneidade poderiam ser
quebradas explicitamente pela forca externa, invalidando a deducao da equacao
de von Karman-Howarth. Esta dificuldade pode ser remediada definido um en-
semble de configuragoes de f, (&, t), cada qual associada a uma realizacao do fluxo
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turbulento, de tal forma a recuperar, no cédlculo de valores esperados, as sime-
trias originais. Ademais, definimos forgas externas auto-correlacionadas dentro da
escala de comprimento integral L, o que implica, portanto, que no regime esta-
ciondrio, e para p < L, tenhamos

D(p) =0(2). (3.116)

Fixando p e tomando, entao os limites L — oo, ¥ — 0, no regime estacionério,
onde 9;SF =0 e £ =¢, a Eq. (3.114) simplifica-se como

cuja solucao é
4
Sy(p)=—zep, (3.118)

5
a conhecida lei dos 4/5 de Kolmogorov. Este resultado é extremamente impor-
tante, porque indica uma maneira experimentalmente simples de se obter a taxa de
dissipagao de energia €. Recentemente, a lei dos 4/5 de Kolmogorov foi provada,
sob certas hipoteses gerais, estar em acordo com os canones do rigor matemético
(Nie & Tanveer, 1999), constituindo-se assim, em um dos poucos resultados exatos
bem estabelecidos da teoria estatistica da turbuléncia.

3.3 Fenomenologia de Kolmogorov

O estudo das fungoes de estrutura de ordens arbitrarias, no qual a lei dos 4/5 é
um caso particular, é um problema consideravelmente dificil. Algumas hipdteses
fenomenodlogicas foram avancadas por Kolmogorov para propor uma solucao deste
problema, originando o que hoje se conhece como a “teoria K41” da turbuléncia
desenvolvida.

3.3.1 Leis de escala na faixa inercial

Kolmogorov imagina em 1941 que a cascata de Richardson possui uma estrutura
universal em uma faixa de escalas de comprimento — chamada de “faixa inercial”
(inertial range) — na qual, uma vez fixada a taxa de dissipagao de energia £, tanto
a viscosidade v quanto o comprimento integral L nao teriam importancia alguma,
em sentido assintético (isto é, nos limites v — 0 e L — o) (Kolmogorov, 1941a,
1941b). No caso em que L — oo, a suposicao é a de que as funcgoes de estrutura
dependeriam apenas dos parametros dimensionais p, € e v. Essas sao, resumi-
damente, as hipoteses fenomenolégicas de similaridade de Kolmogorov. A teoria
K41 preconiza, em linhas gerais, que na faixa inercial sejam restauradas todas as
simetrias — exceto a simteria de inversdao temporal — da equagao de Navier-Stokes,
tais como deveriam ser evidenciadas na forma de valores esperados tensoriais.

O quadro fisico da turbuléncia proposto como dinamica subjacente a teoria K41
é simples. Turbilhoes grandes sao “fragmentados” em turbilhoes cada vez menores,
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até que eles sao “varridos” do escoamento pela transformacao de energia cinética
em calor a escalas suficientemente pequenas, devido ao efeito de difusao molecular,
parametrizado pelo coeficiente de viscosidade. Até finais dos anos de 1980 era
comum pensar que os turbilhoes nao teriam qualquer tipo de estrutura particular.
Seriam como “flocos” de concentragao de energia cinética que decairiam em flocos
menores ao longo das escalas de comprimento da faixa inercial. Entretanto, como
iremos discutir mais a frente, a idéia dos flocos nao é muito boa e estd associada,
plausivelmente, a incorregoes da teoria de Kolmogorov.

Definindo a faixa inercial como a regiao de escalas dada por n < p < L, onde
7 € a escala dissipativa de Kolmogorov, as hipdteses de similaridade nos dizem,
entdo, que a forma geral de uma funcao de estrutura (longitudinal ou transversal)
sera a seguinte, para L — oo,

Sn(p) = Cne® p*"dn(p/n) (3.119)

de tal forma que S,(p) seja finito no limite de viscosidade nula, isto é, n —
0. Os coeficientes C,, sao constantes universais adimensionais. Sem perda de
generalidade, fixamos ¢, (c0) = 1. Por anélise dimensional direta, obtemos

3 1/4
: n~<”) . (3.120)

e

2
anzﬁ, Cn:

3

w3

No caso da fungao de estrutura longitudinal de segunda ordem, teremos, na faixa
inercial,

SE(p) = G2/ 217, (3.121)

a chamada lei dos 2/3 de Kolmogorov. De acordo com as relagbes obtidas na
subsegao (3.2.1), a Eq. (3.121) traduz-se no espectro de energia

E(k) = Cg e¥/3k75/3, (3.122)

Acima, Ck é a chamada constante de Kolmogorov. A Expressao (3.122) é o “estan-
darte” da teoria de Kolmogorov. A sua verificacdo experimental nao foi imediata
porém, levando cerca de 20 anos para que o decaimento espectral de Kolmogorov
fosse finalmente observado de forma incontestdvel (Grant et al., 1962). A par-
tir da compilacdo de vérios trabalhos independentes, Sreenivasan (1995) sugere
Ck ~ 1.6 como a estimativa mais apropriada para a constante de Kolmogorov.
A Figura 3.3.1 mostra um exemplo de verificagdo da lei espectral de Kolmogorov
(Kang et al., 2003).

Observemos que a forma das fungoes de estrutura, na teoria K41, pode ser
entendida como uma consequéncia imediata da restauracao de invariancia de escala
na faixa inercial e da lei dos 4/5. De fato, supondo invariancia de escala, a lei dos
4/5 fixa o pardmetro de escala, definido na introdugéo, em h = 1/3, com o qual
podemos obter o limite de viscosidade nula de (3.119) com os expoentes oy, € (,
dados por (3.120).
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Figura 3.4: Espectros unidimensionais de energia obtidos por Kang et al. (2003).
A linha sélida representa a lei de decaimento ki /3 No grafico interno, sdo mos-

trados os espectros compensados, isto é, multiplicados por k;i’/ 3

O espectro de dissipagao €(k) pode ser definido a partir da relagdo entre a taxa
de dissipacao e a enstrofia. Usando (3.80), teremos

azu/o dk k* E(k) z/o dke(k), (3.123)

onde e(k) = vk?E(k). Levando em conta que o decaimento de energia para
nimeros de onda k > k, ~ 1/n é extremamente rédpido, podemos imaginar,
a grosso modo, que o espectro tem a forma universal de Kolmogorov na faixa
1/L < k < k,,, acabando abruptamente em k,. Dessa maneira, obtemos as seguin-
tes estimativas para a energia total e a taxa de dissipacao de energia:

kﬁ
E~ 52/3/ dk k=3 ~ L2/3
1

/ (3.124)

k"l
e~ pe?/3 dk k'3 ~peBy=3 o e gt
1/L

A primeira das relagoes acima mostra que a energia cinética estd essencialmente
contida na regiao integral do fluxo turbulento. A segunda, por outro lado, equi-
valente a definigdo de 1 dada em (3.120), indica a relevancia das pequenas escalas
no processo de dissipagao.

J. Boussinesq, hé cerca de 130 anos, sugeriu que em fluxos turbulentos os efei-
tos convectivos poderiam ser mapeados em efeitos de difusao, parametrizados por
uma viscosidade efetiva, maior do que a viscosidade usual (de origem molecu-
lar) (Boussinesq, 1870). A hipétese de “viscosidade turbilhonar” (eddy viscosity),
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antecipada por Boussinesq, é um ingrediente importante em varios modelos feno-
menolégicos da turbuléncia. Como uma maneira mais moderna de se discutir o
problema, sob a luz da teoria K41, suponha que queiramos modelar o fluxo tur-
bulento para escalas de comprimento maiores do que a, com a > 7. Podemos
imaginar que a escala de dissipagao viscosa, 7, foi efetivamente trocada por a, e o
palpite mais simples é que basta alterar a viscosidade de algum modo para que as
caracteristicas estatisticas do fluxo a escalas maiores do que a nao sejam afetadas
por estas mudangas. A fim de manter a taxa de dissipacdo invariante apés a troca
de n por a, introduzimos a viscosidade turbilhonar v(k), onde k = 1/a, que deve
satisfazer a seguinte condicao:

k k
u(k;)/ dk' K? E(K) ~ V(k)/ dk' k'='/3 = constante (3.125)
0 0

e, portanto, v(k) ~ k=%/3 — a viscosidade turbilhonar, de fato, torna-se maior a
escalas maiores de comprimento. A vantagem deste tipo de formulacdo consiste
na redugao do nimero dos graus de liberdade que sao necesséarios considerar na
modelagem da turbuléncia. Esta forma de argumentacao estd na base dos métodos
de simulagéo conhecidos como Large Eddy Simulation (LES) (Ferziger, 1996) e na
abordagem analitica de grupo de renormalizacao (Smith & Woodruff, 1998).

Exercicio 17:

Considerando v)(p,t) = v1(Z + pZ,t) — v1(Z,t) como um observavel flutuante,
mostre que todos os momentos estatisticos adimensionalizados H,, desta variavel
aleatdria, entre os quais a assimetria (skewness) Hs, bem como o achatamento
(kurtosis ou flatness) Hy, serdo constantes ao longo da faixa inercial, na teoria
K41. Lembrete:

([o(e0)]")

H,= LB 7 (3.126)

([ono0)]”)"

Exercicio 18:
Mostre que

55v3 5
1" _
327 (3)

onde I'(z) = fooo dte='t*=1 ¢ a fungdo gamma usual.

Ck = Cs, (3.127)

3.3.2 Complexidade computacional das DNS

Simulagoes numéricas diretas (direct numerical simulations — DNS) consistem na
modelagem numérica do fluxo turbulento em todas as suas escalas relevantes,



3.3. Fenomenologia de Kolmogorov 67

Figura 3.5: Comprimentos relevantes na definicao de um grid para simulagao
numérica direta.

isto é, ativas, procurando evitar ao maximo o uso de hipéteses fenomenolégicas.
Como indicado na Figura 3.5, o “grid” de simulagao deve cobrir a faixa inercial e,
portanto, tipicamente estard contido em uma caixa de dimensao linear L, ao passo
em que o parametro de rede é identificado com a escala dissipativa de Kolmogorov
1. Em geral utilizam-se, nas DNS, condicoes de contorno periddicas.

Em trés dimensdes, o niimero de pontos do grid sera, entdao, N = (L/n)3. Note,
agora, de acordo com (3.53), (3.57) e (3.124), que

4/3
Re ~ (5) , (3.128)

ou seja N ~ Re”4. E importante, adicionalmente, estimarmos o passo de tempo e
o numero de iteracoes que devem ser executadas no processamento numérico. Estas
escalas de tempo sao dadas pelos eddy turnover times Ty que estimam por quanto
tempo turbilhdes definidos a uma escala qualquer de comprimento ¢ permanecem
ativos, antes de decairem. O passo de tempo da simulacao serd dado pelo “eddy
turnover time” 75, & escala de Kolmogorov 7; o tempo total de simula¢ao minimo
serd, por outro lado, dado pelo “large eddy turnover time” T7,, associado a escala
integral L. Empregando novamente a hipétese de similaridade de Kolmogorov,
somos levados, por razoes dimensionais, a defini¢ao

€2 1/3
T4~(€> ) (3.129)
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O numero de iteragoes por sitio da rede é, portanto, da ordem de

I\ 2/3
M~ —~ () ~ VRe. (3.130)
1 n

Consequentemente, o tempo de CPU total de simulagao sera
Tsimul ~NxM~ Rell/4 ~ Ril/2 . (3131)

Dessa forma, como um exemplo instrutivo, imagine uma simulagao para Ry = 200
que leve duas semanas para se completar. Usando o mesmo equipamento, a si-
mulagdo para Ry = 700 levaria cerca de 40 anos! O limite atual de simulacao
numérica direta, estabelecido para Ry =~ 700, pertence a um grupo de pesqui-
sadores japoneses (Kaneda et al., 2003). A simulagdo foi realizada no “Earth
Simulator”, um enorme cluster de 640 processadores conectados em paralelo®, ins-
talados em uma construcio com dimensdes de um gindsio esportivo (3250 m? e
altura de 17 m).

E talvez ttil mencionar que uma estimativa mais cautelosa do niimero de
iteragoes por sitio da rede em DNS é dada pela condi¢ao de Courant-Friedrichs-
Levy. Apesar do nome pomposo, a idéia é muito simples. A fim de que a simulacio
nao perca nenhum efeito convectivo ao longo de todas as escalas de comprimento,
supomos que os intervalos de tempo maximo e minimo de convecgao sejam esti-
mados por L/vg e 1/vo, respectivamente. Dessa forma, o niimero de iteragoes sera
da ordem de M ~ L/n ~ Re/2. Isto implica, refazendo os passos acima, que
Tsimul ~ Rg

3.3.3 Decaimento temporal da energia

Uma aplicagao interessante da fenomenologia de Kolmogorov consiste em determi-
nar a taxa de decaimento da energia cinética a altos ntimeros de Reynolds, para o
caso de turbuléncia livre de forcas externas. A taxa de dissipacdo pode ser escrita,

simplesmente, como

— 3d 2

Consideremos, agora, o comprimento integral L. = v3(t)/e que depende do tempo,
a principio. Existem varias maneiras de se definir o comprimento integral, todas
elas supostamente equivalentes. Em particular, podemos nos beneficiar da in-
variancia da integral de Loitsyansky para escrever

L= [y / st o) ~ 0] (3.133)
S € 'Ug(t) o pp p7 0 I .
isto 6, deveremos ter v3(t)/e ~ [vg(t)]~%/% e, daf,
e~ [u2()]". (3.134)

3Earth Simulator, http://www.es.jamstec.go.jp/esc/eng/
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Substituindo (3.134) em (3.132), obtemos

D3 0) ~ w3, (3135)
o que leva a v2(t) ~ 7197 a lei de Kolmogorov do decaimento de energia turbu-
lenta (Kolmogorov, 1941c).

A existéncia da integral de Loitsyansky foi posta em divida a partir de meados
dos anos de 1950 em trabalhos que indicavam que as fungoes de correlacao triplas
poderiam nao cair suficientemente rapido com p — oo, devido a perturbagoes nao-
locais produzidas pelo campo de pressao (Batchelor & Proudman, 1956; Saffman,
1967). Como consequéncia inevitdvel, imaginava-se que a teoria do decaimento
de energia cinética deveria ser radicalmente reformulada. Entretanto, atualmente,
estas criticas tém sido encaradas com alguma reserva, em funcéo nao apenas das
hipdteses relativamente restritivas utilizadas naqueles trabalhos, mas sobretudo
pelo fato da lei do decaimento de Kolmogorov se aproximar razoavelmente dos
resultados experimentais. Como fruto de experimentagao laboriosa, aceita-se que
a energia turbulenta decaia como v3(t) ~ t~%, com a =~ 1.3 (Pope, 2000; Kang
et al., 2003) (note que 10/7 =~ 1.43). O desvio teoria-experiéncia estd, aqui,
provavelmente relacionado as flutuactes intermitentes do campo de velocidades,
nao levadas em conta pela fenomenologia de Kolmogorov (veja a Secao 3.4).

Exercicio 19:

Mostre que L. ~ t*/7 no decaimento livre da turbuléncia. Discuta porque este
resultado nao significa que os turbilhoes de grandes escalas tornam-se maiores com
o passar do tempo.

3.3.4 Dispersao de Richardson

Em uma série de experimentos pioneiros, levados a cabo durante a década de 1920
na Inglaterra, Richardson investigou a maneira segundo a qual particulas, inicial-
mente préximas entre si, afastam-se mutuamente em um escoamento turbulento.
Em alguns desses estudos, milhares de baloes foram liberados ao ar livre. Os baloes
levavam bilhetes pedindo para que aqueles que os encontrassem enviassem ao autor
da aparente brincadeira um cartao postal com o local e a hora do achado. Em ou-
tros estudos, as experiéncias de difusao foram realizadas com graos ou fumaca. A
partir da enorme quantidade de dados coletados, Richardson formulou a seguinte
lei de dispersao turbulenta (Richardson, 1926):

([AZ?) ~ 2, (3.136)

onde AZ(t) representa o vetor de separagao entre as duas particulas, como funcao
do tempo t. Décadas depois, Batchelor e Obukhov foram capazes de obter e
discutir com algum grau de detalhe a Eq. (3.136), empregando o instrumental da
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Figura 3.6: Duas particulas, com afastamento vetorial AZ(t) sdo transportadas
passivamente pelo fluxo turbulento.

fenomenologia K41 (Batchelor, 1950; Obukhov, 1941). A Figura (3.6) ilustra o
problema da dispersao de Richardson.

Consideremos duas particulas, situadas nas posigoes #1(0) e Z2(0) em t = 0.
Imaginando que as particulas estao ligadas solidariamente aos elementos de fluido,
suas posicoes consecutivas serao dadas por

Ty (t) = £1(0) + /0 at' v(z ('), 1),

, (3.137)
To(t) = T2(0) + /0 dt' v(Z2(t'), ).
Definindo, agora,
AZ(t) = Z1(t) — Z2(1)
AT(t) = 01 (Z1(1), 1) — v2(Z2(2), 1), (3.138)
Aad(t) = %Aﬁ(t),

obtemos, a partir das Relagoes (3.137),

d2

o <[A:E(t) - A:?(O)}2> =2 (AG(t) - [AZ(t) — AZ(0)]) + 2 <[Az7(t)]2> . (3.139)

O primeiro termo no lado direito da equacio acima é, estimativamente, O(t?),
para tempos pequenos e desprezivel para tempos grandes devido a auséncia de
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correlacoes entre as posigoes das particulas e suas aceleragoes. Usando a lei dos
2/3 de Kolmogorov na forma

(AT()2) = Ce/? <|Af(t)|2/3> , (3.140)

encontramos

% <[Af(t) — Af(o)]2> — 90 e2/3 <|Af(t)|2/3> ) (3.141)

Para tempos suficientemente pequenos, podemos fazer |AZ(t)| ~ |AZ(0)| em
(3.141), levando a

([AZ(t) — AZ(0)]?) ~ C 23 |AZ(0)|*/3 2. (3.142)

A expressao acima nos mostra, auto-consistentemente, que a condigao de tempos
pequenos é dada por

23| AZ(0)|*3 12 < |AZ(0))?, (3.143)
isto é,
N 2\ 1/3
t<to= (|A:v£0)| > . (3.144)

Para tempos grandes, t > ty, mas nao tao grandes para que o afastamento entre
as particulas chegue a regido integral de escalas, a Eq. (3.141) torna-se

d2

=5 (AFD)2) =20 (Jazm*) . (3.145)

Supondo auto-similaridade assintdtica para os momentos estatisticos de |AZ(t)],
deve haver « tal que
(|AZ(E)|™) o t™™ (3.146)

para todo m. A substituigdo de (3.146) em (3.145) nos d4 a = 3/2 e a Relagao
(3.136) é obtida imediatamente, portanto, fazendo m = 2 em (3.146). A lei de
dispersao turbulenta é representada muitas vezes na forma

Laz ) ~ (azn))?, (3.147)

referida, entdo, como a “lei dos 4/3” de Richardson.

Experimentos publicados em 2006 (Borgouin et al., 2006) examinaram com
grande atencao o problema da difusao turbulenta. Curiosamente, verificou-se que
a aproximagao de tempos pequenos é, de fato, aquela que deve ser utilizada na
analise de escoamentos turbulentos de interesse industrial e tecnolégico, bem como
em condicoes de laboratorio. Apos 80 anos passados desde o trabalho de Richard-
son, entendemos agora que o seu resultado é incrivelmente dificil de se estabele-
cer, passivel de verificacao apenas em situagoes de turbuléncia extrema, como as
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encontradas na atmosfera. Devemos notar, entretanto, que uma verificacao expe-
rimental da lei de dispersao de Richardson foi realizada com sucesso no contexto
de turbuléncia bidimensional em 1999 (Jullien et al., 1999).

As flutuagoes de £ = |AZ(t)| poderiam, a principio, ser descritas por uma
funcao densidade de probabilidade p(€,t). Hé algumas formulagoes nessa diregao,
comecando pela tentativa do préprio Richardson, contida ja no seu artigo original
(Richardson, 1926). Entretanto, o caso de turbuléncia bidimensional, no regime
de espectro de Kolmogorov, onde os resultados numeéricos e experimentais estao
razoavelmente amadurecidos, revela que nenhuma das propostas analiticas é satis-
fatéria (Jullien et al., 1999; Nicolleau & Vassilicos, 2003). A teorizacao de p(§,t)
trata-se, portanto, de um problema completamente aberto.

Exercicio 20:
Considerando a funcao de estrutura longitudinal

S’r[{(p) = <[Ul(f7 t) - vl(f+ p‘%7t)}2> = 02 52/3 p2/3

na faixa inercial, mostre que a Eq. (3.142) pode ser escrita como

([AZ(t) — AZF(0)]?) ~ %1 Cy e2/3 | AZ(0)|?/342 . (3.148)

Exercicio 21:
Supondo, em acordo com a teoria K41, que o unico parametro de controle

relevante na faixa inercial seja a taxa de transferéncia de energia ¢, obtenha os
valores de « e (3 na expressao auto-similar,

(IAZ(t)|™) = gm ™™t (3.149)

onde g,, é uma constante adimensional (universal).

Exercicio 22:

Usando a simetria de escala do regime de Kolmogorov, dada pelas trans-
formacoes v, — A/3v, e t — A2/3t, mostre que a funcio de estrutura de segunda
ordem, lagrangiana, tem a seguinte formas:

([Va(&(t),t) — va (Z(), ))?) ~ [t — ] . (3.150)
A investigacao experimental deste resultado em laboratério e a altos ntimeros de

Reynolds é recente, veja Mordant et al. (2001). Conjectura-se que (3.150) seja uma
relagdo exata, andloga, no formalismo lagrangiano, & lei dos 4/5 de Kolmogorov.
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3.4 O fenomeno da intermiténcia

O fenémeno da intermiténcia das flutuagoes turbulentas foi descoberto experimen-
talmente por Batchelor e Townsend em 1949 (Batchelor & Townsend, 1949) e
ainda hoje é assunto de interesse central de pesquisa. Em poucas palavras, a in-
termiténcia estd associada a existéncia de flutuagoes intensas, nao-gaussianas, de
observaveis como diferencas ou gradientes de velocidade, vorticidade, circulagao,
etc. Acredita-se que estas flutuacoes sejam responsaveis por desvios importan-
tes da fenomenologia de Kolmogorov, observados conclusivamente em meados dos
anos de 1980, e estejam relacionadas a configuracoes especificas do campo de ve-
locidade, como tubos de vorticidade, por exemplo, e as formas segundo as quais
estas configuragoes estruturam-se no espago.

3.4.1 Anomalias de escala

Em um trabalho experimental publicado em 1984, Anselmet et al. mostraram
claramente que fungoes de estrutura nao escalam a la Kolmogorov para ordens
suficientemte altas. Mais precisamente, continua valendo a relagao de escala

Sp(p) ~ pom, (3.151)

porém, em geral, ¢, # n/3. Os desvios sdo bastante evidentes para ordens maiores
do que n = 4 e é um problema aberto determinar se as fungoes de estrutura a
ordens pequenas seguem ou nao as leis de escala de Kolmogorov. A Figura 3.7
ilustra os expoentes (,, encontrados em diversos experimentos.

Os desvios da teoria K41 refletem a “anomalia de escala” que ocorre na tur-
buléncia e também é encontrada nas transigoes termodinamicas de fase de segunda
ordem. A teoria K41 pressupoe que o limite L. — oo, isto é, a remocao do “cu-
toff infravermelho” kj ~ 1/L estaria ligado & restauragdo da simetria de escala
na faixa inercial. Como isto ndo ocorre — a experiéncia nos mostra — estamos
diante de uma anomalia. Este problema foi percebido muito cedo, ja em 1942,
por Landau, que talvez por possuir alguma experiéncia em relagao aos problemas
de criticalidade termodinamica, chamou atengao para o fato de que flutuagoes lo-
cais da taxa de dissipacao poderiam invalidar a teoria K41. Colocando de outro
modo a critica de Landau, a idéia é que as flutuagoes a pequenas escalas de compri-
mento poderiam estar inevitavelmente “contaminadas” por perturbagoes advindas
da escala integral o que implicaria, no pior dos cendrios, na auséncia completa de
universalidade.

Entretanto, a experiéncia nos mostra que a universalidade nao foi de todo
destruida. O conceito de faixa inercial continua pertinente, e a lei de escala de
Kolmogorov (3.119) foi empiricamente substituida pela seguinte,

S, (p) = Cy e LP pon (3.152)

Os expoentes de escala a,,, 3, e (, sao universais, enquanto os coeficientes C,, nao
0 sa0. Podemos dizer, em termos concretos, que a pequenas escalas a turbuléncia
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Figura 3.7: Expoentes das fungoes de estrutura e a comparagao com alguns mo-
delos fenomenolégicos (ver a discussdo abaixo), entre os quais a teoria K41. Ver
Anselmet et al. (2001) para informagdes sobre os trabalhos originais indicados na
figura.

gerada no rastro de uma asa de aviao ou aquela no fluxo a jusante de um obstaculo
cilindrico serd caracterizada, provavelmente, por CJ s diversos, mas corresponderd
aos mesmos valores de (,,. Nao existem, até o presente momento, estratégias
analiticas para o cdlculo sistematico dos expoentes de escala. Este é, sem divida,
um dos grandes desafios da teoria estatistica da turbuléncia.

3.4.2 Densidades de probabilidade

Um argumento simples pareceria indicar que observaveis mensurdveis na tur-
buléncia, da forma 0yvs(Z, t) ou 7)<t d3% 0yv1 (T, t), por exemplo, deveriam flutuar
de acordo com uma distribuigio gaussiana de probabilidades. De fato, seja O(&, t)

um observavel qualquer. Podemos escrever, em geral,

—

O(Z,t) = /d%@(ﬁ, t) exp(ik - ) . (3.153)

Definimos agora uma sequéncia de ntmeros de onda kg = 0 < ky < ko < ...,
de forma a particionar em camadas disjuntas o espago de Fourier e re-escrever a
relagao acima como

O(E1) = On(E1), (3.154)
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com

/ &k O(k,t) exp(ik - ) , (3.155)

n

O, (%,1)

onde ¥, é aregiao, no espaco de Fourier, dada por k,, < k < ky1. Supondo, entao,
que a cascata de Richardson seja razoavelmente local, isto é, que a transferéncia
de energia entre nimeros de onda distantes seja irrelevante, podemos escolher a
largura das regioes X, para que

(On(Z,1) O (T, 1)) (3.156)

seja desprezivel quando n # m. Imaginando que os momentos (|O,,(Z,)|™) sejam
limitados, para todo n e m, as hipéteses do teorema do limite central sao satisfeitas,
e a partir da Expressao (3.154), concluimos que a varidvel aleatéria O(Z, t) possuird
distribuicao gaussiana.

A evidéncia experimental, entretanto, indica que os argumentos a favor da
gaussianidade geral de observéaveis locais nao sao corretos, como foi constatado
hé vérios anos por Batchelor e Townsend (1949). Alguns observéveis, de fato,
como uma componente qualquer da velocidade, por exemplo, possuem distri-
buicoes gaussianas. Porém, as distribui¢oes de outros observaveis como derivadas
ou diferengas de velocidade em pontos muito préximos, possuem caudas que caem
muito mais lentamente do que as caudas gaussianas. A Figura 3.8 mostra as dis-
tribuicoes nao-gaussianas para a variavel diferenca longitudinal de velocidades, em
um experimento de turbuléncia realizado com o gas hélio a baixas temperaturas
(Tabeling et al., 1997).

102 | \ <

P(s)

104 — =

10°° . L : 1 TP [ L
-12 -8 -4 0 4 8 12

Figura 3.8: A varidvel s corresponde a diferenca longitudinal de velocidades,
s = v1(&,t) — v1(Z 4+ pZ) normalizada com o desvio padrao. As vérias curvas
correspondem a nimeros de Reynolds-Taylor na faixa 1260 < Ry < 3700. Uma
distribuicao gaussiana estaria representada na figura como uma parédbola.
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E interessante notar que no caso de diferenca de velocidades, o grau de inter-
miténcia diminui a medida em que a separacao entre os pontos aumenta. Para
pontos cuja distancia é da ordem da escala de comprimento integral, a distribuicao
de probabilidades torna-se essencialmente gaussiana. A interpretacdo é simples.
Pontos muito separados acabam sendo influenciados por turbilhGes descorrelaci-
onados e as futuagbes tornam-se essencialmente idénticas as flutuagoes de uma
componente isolada da velocidade.

A razao de porque alguns observaveis sdo gaussianos e outros nao é melhor
compreendida pensando em termos de espago fisico ao invés de espago de Fourier.
A velocidade flutua gaussianamente porque pode ser entendida, em termos de
invariancia de Galileo, como a superposicao de movimentos de translagao causados
por turbilhoes em todas as escalas de comprimento. A idéia de separacao de escalas
entdo dé base ao teorema do limite central. J4 um observavel como a diferenga
de componentes de velocidade, tomada em uma escala de comprimento p, tende
a selecionar os turbilhoes definidos ao redor desta escala, isolando-os do efeito de
translagao provocado pelos turbilhdes definidos a escalas maiores do que p.

Ao fazermos uso de argumentos que referem-se a distribuicao de turbilhGes
localizados no espaco fisico, ficamos com a impressao de que a modelagem da
turbuléncia no espago de Fourier pode nao ser a mais apropriada. Em acordo com
esse tipo de critica, a idéia de uma escala dissipativa, associada a um nimero de
onda bem definido k,, como se cré na teoria K41, tem sido revisada recentemente,
e talvez revele ser apenas uma descrigao “impressionista” da dinamica turbulenta,
que faz sentido apenas quando flutuacoes intermitentes sao desconsideradas. Uma
das diregoes mais promissoras de representacao dos campos turbulentos, avancadas
nos tultimos anos, consiste substituicao da descricao de Fourier pela técnica de
wavelets, onde, espera-se, os aspectos de localizacao e escala possam ser modelados
eficientemente (Farge, 1992).

A descricao unificada dos aspectos da intermiténcia discutidos nessa subsecao
e na anterior ainda é um problema aberto de grande relevancia. Acredita-se que a
existéncia de configuragoes especificas do fluxo turbulento, como tubos de vortici-
dade, seja essencial para o entendimento do fenomeno da intermiténcia. Este tipo
de conjectura tem respaldo em modelos mais simples, como a turbuléncia unidi-
mensional de Burgers (1948) (ver a subsegao (3.4.4). Desde inicios da década de
1990, sabe-se, através de simulagoes numéricas diretas (She et al., 1990; Vincent &
Meneguzzi, 1991), que o fluxo turbulento pode ser pensado pictoricamente como
um gés de tubos de vorticidade fortemente interagentes. As simulacoes de Kaneda
et al. (2003) produziram imagens fascinantes dos tubos de vorticidade, como se
pode ver na Figura 3.9.

3.4.3 Modelos fenomenoldgicos

A critica de Landau foi levada a sério por Kolmogorov e Obukhov, motivando-os
a produzirem uma revisao da teoria K41, de cunho também fenomenolégico (Kol-
mogorov, 1962; Obukhov, 1962). Imagine que o espago tenha sido particionado em
células ctubicas B;, de de dimensoes £ x ¢ x £. Podemos definir a taxa de dissipagao
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Figura 3.9: Tubos de vorticidade, isto é, iso-superficies de vorticidade, obtidos em
simulagdes numéricas diretas (Kaneda et al., 2003). A vorticidade destes tubos
estd quatro desvios-padrao situada além da vorticidade rms do fluxo turbulento.

de energia na célula B; pela expressao

=~ [ BEY (Bvs+ gva)? | (3.157)
63 ), 2

Esperamos (g¢) = ¢ e que devido & existéncia de gradientes intensos do campo
de velocidade, €, seja uma varidvel aleatéria fortemente flutuante. A quantidade
€¢ nos da, essencialmente, uma definicao local, a escala ¢, da taxa de dissipagao
de energia. Kolmogorov propds, em 1962, a hipdtese de similaridade refinada
que estabele que flutuagoes locais da velocidade, & escala ¢, comportam-se, es-
tatisticamente, de modo idéntico as flutuacoes de (g, ¢)'/3 (Kolmogorov, 1962).

Isto é, queremos dizer que
v ~ (g0 €)Y/3, (3.158)

onde vy pode ser entendido, de modo vago, como a diferenca longitudinal ou trans-
versal de velocidades entre pontos separados pela distancia £. Notemos que (3.158)
é claramente inspirada pela lei dos 4/5. Temos, de fato,

(Vi) ~(eet) =<, (3.159)

concordando, no que se refere & dependéncia de escala, com (3.118).
Suponhamos, agora, que na faixa inercial observe-se que

() ~ 073 | (3.160)
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Usando a hipétese de similaridade refinada, obtemos, portanto, o comportamento
de escala para uma fungao de estrutura longitudinal ou transversal de ordem g,

S, () = (W7) ~ <sg/3>eq/3 ~ (Tasstal3 (3.161)
Isto é, teremos Sy (¢) ~ €% com
Cq=Tq/3+ % , (3.162)

a chamada relagdo de ponte (bridging relation) entre os expoentes 7, € (.

B importante tentar descobrir quais sao as propriedades que devem ser sa-
tisfeitas por (4, independentemente de qualquer modelo particular. Uma delas,
obviamente, é a lei dos 4/5 que exige (3 = 1, ou equivalentemente, 71 = 0. Mos-
traremos, agora, que

Tq+3¢ >0, se ¢>0,

(3.163)
Tq+3¢ <0, se ¢<0,
relagGes conhecidas como as desigualdades de Novikov. De fato, de acordo com
(3.157), podemos escrever
d
—(Pey) > 0. 3.164
S(Ee) 2 (3.164)
Consequentemente, supondo ¢ > 0,

4 ey =0 3165

e, assim, usando (3.160), encontramos

%(W“) = (g + 3771 >0, (3.166)
o que implica imediatamente na desigualdade de Novikov para o caso ¢ > 0. O
caso g < 0 é provado de forma inteiramente anédloga.

A idéia geral dos modelos fenomenolégicos de intermiténcia é considerar a cas-
cata de energia como uma sucessao de fragmentacoes que ocorrem sucessivamente
nas escalas de comprimento £y, {1 = ly/a, lo = fy/a?, etc., onde £, representa
a escala de comprimento integral e a é um parametro positivo arbitrdrio. Um
turbilhao qualquer, definido & escala £, estd associado & taxa local de dissipacao
de energia &,. Chamemos este turbilhao de “turbilhao-pai”. A fragmentacao do
turbulihao-pai da origem a varios turbilhoes — os turbilhoes-filhos — todos defini-
dos & escala de comprimento /¢, 1 e associados a distintas taxas de dissipagao de
energia. Supomos que taxa de dissipacao de um determinado turbilhdo-filho seja
proporcional a taxa de dissipacao do turbilhdao-pai, com uma certa constante de
proporcionalidade W (o fator de herancal). A figura 3.10 ilustra o processo de
fragmentacao.
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Figura 3.10: A fragmentagao de turbilhoes é representada ao longo das escalas ¢,
ly/2, ly/4 e £y/8. Note que incluimos aqui fragmentacoes com W = 0.

Assim, considerando um turbilhdo qualquer, a escala ¢,,, podemos escrever sua
taxa de dissipacgao levando em conta todos os seus ancestrais até chegar, recursi-
vamente ao primeiro turbilhao,

En —E&n—1 Wn = Ep—2 anl Wn ==& W1 WQ e Wn . (3167)

Consideraremos os fatores W; como varidveis aleatérias identicamente distribuidas
e independentes entre si, satisfazendo a (W;) = 1. Dessa forma,

(en) =0 (W)" = &0, (3.168)

isto é, a condigao de valor esperado unitario para W implica que a cascata de
energia é conservativa em um sentido médio (cascatas rigorosamente conservativas
serao consideradas mais adiante).

A partir das definigoes dadas até aqui, ja somos capazes de determinar a forma
dos expoentes de escala 7,. Temos

(1) =l (WIWS ... W) = el (W™ . (3.169)
Fazendo, agora,

oy = <£n>7q — g (3.170)

obtemos (€4) ~ £5', com
7 = —log, (W) (3.171)
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e, portanto,

o= % —log, <Wq/3> . (3.172)

Nos modelos discutidos abaixo, realizamos de varias maneiras diferentes as
distribuigoes de W.

O modelo log-normal

Facamos a =2 e
W =277 (3.173)

onde z é uma varidvel aleatéria gaussiana, de média Z e variancia o2. A condigdo
(W) =1 produz um vinculo entre T a o:
2
o

Temos

1 o - 2
(wi) = o / dz exp [—qzIn2 — (z — z)*/20%] = 9~2a=a) (3.175)

onde usamos a Eq. (3.174) para encontrar a resposta final. De acordo com a
Relagdo (3.172), obtemos (Kolmogorov, 1962)
_ H 2
=5+ 3060—q), (3.176)
onde p = 2%, como se costuma definir na literatura. O acordo experimental ¢ razo-
avelmente bom (veja a Figura 3.7 para u ~ 0.2 e ordens ¢ < 10. E realmente digno

de nota que este modelo foi proposto quase duas décadas antes de seu primeiro
teste experimental.

Exercicio 23:

O modelo log-normal, entretanto, nao é perfeito. Mostre que este modelo nao
satisfaz as desigualdades de Novikov para ¢ > g. = 1 + 6/u (o valor experimental
= 0.2, leva a g. ~ 31, o que justifica, de certa forma, o sucesso relativo do
modelo para ordens ¢ < 10).

O modelo de Novikov-Stewart

Este é talvez o modelo mais simples de todos (Novikov & Stewart, 1964). Facamos
a=2e
W { 1/8, com probabilidade 2,

0, com probabilidade 1 — g, (3.177)
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onde 0 < B < 1. O modelo, por construgdo, satisfaz a (W) para qualquer .
Temos

(W) = g'=a (3.178)
e, assim, usando (3.172),
G=5— (1= 3)og, 8. (3.179)

Os modelos log-Poisson e de She-Leveque

O modelo log-Poisson (Dubrulle, 1994) é definido de maneira semelhante ao modelo
log-normal (pode-se, de fato, definir modelos “log-distribuigao” de forma bastante
geral) e é, provavelmente, aquele que leva ao melhor acordo com a experiéncia.
Definimos

W =qr=m) (3.180)
onde m = 0,1,2,... é uma varidvel aleatdria inteira nao-negativa, de distribucao
poissoniana P(m),

c” .
P(m) = e (3.181)

Os parametros do modelo, a, p e ¢, estao vinculados entre si para garantir a
condigao (W) = 1. Obtemos, a partir de (3.180) e (3.181),

(W) =exp(pulna —c+c/a) (3.182)
e, portanto, de (W) = 1 vem que

aplna
= 3.183
c=-—— (3.183)

E 1til definir, com o fim de simplificar resultados, 8 = au/(a — 1). Note que
c=fla. (3.184)

O célculo de (W1?) é igualmente direto. Encontramos
(W) = qra—B+Ba" (3.185)

o que implica em
Ty =—pg+p—Pa 9. (3.186)

She e Leveque (1994) sugerem fixar os valores i = 2/3 e a = 3/2 (isto é, 8 = 2), em
funcao de argumentos fenomenoldgicos. Adiantamos aqui a prova de que p = 2/3.
A prova de que 8 = 2 faz uso de idéias multifractais e serd discutida na préxima
subsecao. She e Leveque introduzem a intensidade de ordem q das estruturas
dissipativas, definida como

(3.187)
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onde ¢, como sempre, é uma escala de comprimento contida na faixa inercial.
Postula-se, entao, que

M ) = lim & ~ 23, (3.188)
q— 00
e que existe a tal que
6qurl) 6gq) *
e 2

éq) é independente de ¢, o que é claramente

E interessante notar que na teoria K41 e
incompativel com o postulado (I), acima.

Usando (3.187) e o postulado (I), o postulado (II) transforma-se em

szi 205 l(ez_;) 62/3] _ (3.190)

Substituindo (3.160) na expressao acima, obtemos a seguinte relagao de recorrén-
cia,

2
Tare — (1 + )Ty + ary + g(l —a)=0. (3.191)

Como 179 = 0 e 1y = 0 sao resultados exatos, a relagao de recorréncia determina
completamente os outros valores de 7, para ¢ inteiro, como fungao de . Escre-
vendo a solucdo geral para 7, na forma

7 =A+ Bq+CD*, (3.192)

a relacao de recorréncia, por si so, implica em

2
B=-=- (3.193)
3
€
D~ (1+a)D+a=0, (3.194)

sem fixar o valor de A. A equacdo de segundo grau para D possui duas solugoes:
D =1eD = a. Asolugdo D =1 deve ser descartada, pois leva a7, = A+1—2¢/3,
0 que é incompativel com 79 = 7, = 0. A solugdo D = « nos da

2
Ty =A— §q+Cozq. (3.195)

Impondo, entao, 19 = 7 = 0, obtemos

C=-A,
2 (3.196)
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112
(X-X,)

h=1/2

1/(x,-x)
h=-1

Figura 3.11: Exemplos simples de singularidades com expoentes de Holder diver-
SOS.

Para fechar o modelo de She-Leveque basta fixar o valor numérico de A, o que serd
feito em breve. Nao ¢é dificil mostrar que o resultado acima é um caso particular
do modelo log-Poisson, através da identificacdo A = (.

Exercicio 24:
Mostre, a partir do postulado (I) e supondo que £(*) = f(E,¢,¢), onde E ¢ a
energia cinética total, que £(>) x E.

3.4.4 Formalismo multifractal

O ponto de partida do formalismo multifractal de Frisch e Parisi (1985) é esta-
belecer uma classificacdo das singularidades do campo de velocidade. Como ja
discutimos, singularidades devem ocorrer no limite de viscosidade nula, se de fato
a lei zero da turbuléncia é valida. Os conjuntos com singularidades do mesmo tipo
supostamente formam fractais bem definidos, os quais, entao, servem de base para
o calculo dos expoentes de escala das fungoes de estrutura.

Dada uma posigao &y, considere o conjunto de todos os valores de o para os
quais
lim [v(fco)_”(y)} <. (3.197)

y—To |0 — 4]

Dizemos que o campo de velocidade é singular em %y com ezpoente de Hélder
definido por h = sup{a}. A Figura 3.11 mostra alguns exemplos unidimensionais.

Vamos supor, agora, que o conjunto de pontos singulares com expoente de
Holder h tenha dimensao fractal D(h). Isto significa, por definigdo, que exami-
nando regioes de dimensao linear ¢ no espaco tridimensional, a densidade de proba-
bilidade de se encontrar uma regiao cujos pontos estao associados a singularidades
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com expoente de Holder h terd a seguinte forma

7\ 3-D(h)

pm=o () (3,10
0

onde g(h) é, essencialmente, uma fungao indicadora (cujo suporte é dado por in-

tervalos nos quais ela possui valores constantes). Dessa maneira, podemos escrever

(vg) ~ /dhp(h) o~ /dhg(h) ghat3=Dh) (3.199)

Tomando o limite £/¢y — 0 e desprezando variagoes locais de g(h), o método do
ponto de sela nos d4 o comportamento assintotico da integral acima. Obtemos

(0} ~ gnEnlhat3=D0) (3.200)

isto é,
Cq = infy, [hg+3 — D(h)] . (3.201)

Como uma primeira aplicagdo deste resultado, voltemos ao modelo de She-
Leveque. A hipotese adicional proposta por estes autores, inspirada na descri¢ao
da turbuléncia em termos de filamentos de vorticidade, é que no limite ¢ — oo,
os expoentes de escala sao determinados por estruturas singulares de dimensao
D(h) = 1. Consequentemente, a Eq. (3.201) d4, para a regido assintdtica ¢ > 1,

C,=hq+2, (3.202)

isto é,
Tg =q(3h —1) +2. (3.203)

Comparando a relacio acima com a Expressdo (3.195), no regime de ¢ > 1,
concluimos que A = 2 e 0 modelo de She-Leveque resulta em

2 Q/S
o= % +2-2 (3) : (3.204)

0 que estd em excelente acordo com a experiéncia. Apesar do modelo de She-
Leveque fazer uso de postulados um tanto quanto “alquimicos”, notoriamente
torna-se equivalente a um modelo log-Poisson, além de enfatizar o papel de-
sempenhado por estruturas singulares unidimensionais, como evidenciadas nas
simulagoes numéricas recentes.

O problema da “turbuléncia unidimensional” introduzido por Burgers hé vérios
anos (Burgers, 1948) oferece um exemplo instrutivo onde idéias fenomenoldgicas e
resultados exatos podem ser comparados, em particular no que se refere a multi-
fractalidade. A equagao de Navier-Stokes unidimensional escreve-se como

Ou+udyu=v0%u+ f. (3.205)
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u(x)

Figura 3.12: Perfil do campo de velocidade, representado como um “gas” de ondas
de choque, na turbuléncia de Burgers, no limite de viscosidade nula.

Observe a auséncia de um termo de pressao na formulagao de Burgers. Nao é
necessario considera-lo, uma vez que a condicao de incompressibilidade é relaxada
em uma dimensdo. As solugoes gerais da Eq. (3.205) apresentam ondas de choque
que se tornam singulares no limite inviscido (o Exercicio 28 ilustra esse fato).
Uma configuragao turbulenta do campo de velocidade u é, assim, representada
como uma sucessao de rampas suaves “quebradas” por choques abruptos, veja a
Figura 3.12.

Podemos interpretar este tipo de configuragdo como a base de um modelo
“bifractal”, onde aparecem apenas dois tipos de singularidade. Rampas suaves
sao locais onde o expoente de Holder é h = 1, enquanto que nos choques temos
h = 0. As dimensoes fractais destes conjuntos sdo, evidentemente, D(0) = 0 e
D(1) = 1. Adaptando a Expressdo (3.198) ao caso unidimensional de Burgers,
escrevemos

1-D(h)
pw)=gw)(é> ; (3.206)

onde g(h) = Ad(h)+ B d(h—1), para algum par de parametros A e B. As fungoes
de estrutura terao, portanto, a seguinte forma:

hq+1—D(h)
S, () = (ud) = /dh [AS(h) + BS(h — 1)] (f)

, N 0 (3.207)
-4(%)2 (%)
Posto de outra maneira, teremos
Sq(£) ~ gninladl, (3.208)
assintoticamente, para £/€y < 1. Isto nos d&
Sa(0) ~ { KZ; o e . (3.209)
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L

L1

Figura 3.13: Configuragoes localizadas de vorticidade em duas dimensdes.

Este resultado exibe desvios extremamente grandes da teoria K41. Note, entre-
tanto, que a dependéncia de escala da lei dos 4/5 continua valida aqui.

O caso de turbuléncia bidimensional também é interessante de um ponto de
vista multifractal. Vortices localizados sao analogos aos choques de Burgers. Su-
ponha entao que o campo de velocidade esteja organizado como um gés de vortices
bidimensionais localizados.

Considerando uma direcao arbitraria 7, como indicada na Figura 3.13, o per-
fil de vorticidade como fungdo da coordenada 7 serd bifractal. Obtemos, entéo,
analogamente ao problema de Burgers,

<wz> ~ ginfh[QJ] . (3210)

Escrevendo, agora, a correspondéncia fenomenoldgica entre vorticidade e veloci-
dade, wp ~ vg/¢, encontramos

(vf) ~ gatinfrla] (3.211)

Observe que a forma de escala da lei dos 4/5 néo é obedecida pela relacdo acima.
Isto nao é surpreendente, pois como mostrado por Kraichnan, a cascata de energia
pode dar lugar a uma cascata de enstrofia em duas dimensoes, sob certas condigoes
(Kraichnan, 1967).

Exercicio 25:

Mostre que a teoria K41 corresponde, no contexto multifractal, a escolha g(h) =
Ad(h—1/3) e D(1/3) = 3. Por esta razao, a teoria K41 estd associada ao fato de
turbilhdes ocuparem completamente todo espago (“space-filling eddies”).
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Exercicio 26:
Determine D(h) para o modelo log-normal. Sugestdo: faga D(h) = a+bh+ch?
e encontre a, b e c.

Exercicio 27:
Supondo que D(h) seja uma funcdo analitica, prove, a partir do resultado
(3.201), que

d
7Cq 2 07
dq
g (3.212)
d7q2<q <0.
Exercicio 28:
Mostre que a onda de choque estética
Uz —
u(x) = —U tanh [(mbxo)} (3.213)

é uma solugao da equagao de Burgers livre, isto é, sem a presenca de forcas exter-
nas. Estime a largura do choque em termos da viscosidade v e da amplitude U.

Exercicio 29:
Mostre que o espectro de energia na turbuléncia de Burgers tem a forma E(k) ~
k2.

Exercicio 30:
Desenvolva um argumento completamente fenomenolégico para deduzir que a
existéncia de uma cascata de enstrofia em duas dimensées implica em

(Wi ~ £°. (3.214)

Supondo, entao, que a invariancia de escala da equacao de Navier-Stokes bidimen-
sional seja restaurada a pequenas escalas, mostre que E(k) ~ k3.

Exercicio 31:
Mostre, a partir da Eq. (3.210), que o espectro de energia na turbuléncia bidi-
mensional tem a forma E(k) ~ k~*. Esta lei de decaimento espectral predita por
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Saffman através de outros argumentos (Saffman, 1971), foi, de fato, observada nu-
mericamente nos estagios iniciais de decaimento da turbuléncia livre bidimensional

(Brachet et al., 1988).

O modelo g-randémico

O modelo f-randémico (Benzi et al., 1984) é definido dentro dos moldes dos mo-
delos de fragmentacao discutidos anteriormente. Como diferencas a principio van-
tajosas, este tipo de modelagem evidencia o cardter multifractal do campo de velo-
cidades, além de descrever uma cascata conservativa de energia. Entretanto, como
um aspecto indesejavel, o modelo depende de um nimero arbitrario de parametros
livres, o que o deixa muito flexivel para produzir acordos bons com praticamente
qualquer curva experimental dos expoentes de escala (.

Suponha que um determinado turbilhdo-pai, definido & escala de comprimento
£,_1, com taxa de dissipagao de energia por unidade de massa &,_1, produz N,
turbilhoes-filhos. Podemos escrever

En—l °
an( 7 ) Bn (3.215)

onde 0 < 3, <1 é a fragao do volume do turbilhao-pai ocupada por todos os tur-
bilhoes-filhos somados. Iremos considerar (3,, como uma varidvel aleatéria, descrita
pela densidade de probabilidade p(3). Os valores de [ sdo completamente inde-

pendentes de geracao em geracao e de turbilhao a turbilhao. Imaginando, agora,

que a taxa de dissipacio de energia de um turbilhdo-pai, €,_1¢>_;, é igualmente

distribuida entre os turbilhoes-filhos, obtemos
W,N 03 =103, (3.216)
e assim, de acordo com a Eq. (3.215),
WipBn =1. (3.217)

Usando (3.167) com (3.217), obtemos,

En = [ﬁ ﬂf] €0 . (3.218)
i=1

A hipdétese de similaridade refinada nos dé, portanto,
Ve, ~ lH g ] o3, (3.219)
i=1

Um turbilhdo qualquer, & escala /,,, pode ser indexado pela sucessao de ’'s de
todos os seus ancestrais. A fracdo de volume do primeiro ancestral que outros
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turbilhoes igualmente indexados e definidos a mesma escala ¢, ird ocupar sera
8102 ... Bpn. Dessa forma, a fungao de estrutura de ordem ¢ vem dada por

Sq(ln) = (vg, ) ~ /dﬁl B ... dBn p(B1) p(B2) . p(Br) B1 B2 - Brvf,
- {/ dﬁp(ﬁ)ﬁl_q/g] nggl/?) (3.220)
= <ﬂliq/3> 63/3 )

onde usamos, para obter a segunda das igualdades acima, a Eq. (3.219). Como
£,/ly = a~™ a Expressao (3.220) pode ser re-escrita como

Sy(ln) ~ €5, (3.221)
onde q
_ 4 1—q/3
G = 5 — log, <5 > . (3.222)

Consideremos, como uma aplicagao simples do resultado recém-obtido, que 8 nao
flutue. Isto é, escolhemos p(5) = §(5 — Bo). Neste caso, teremos, de (3.222),

q q
Gg==—(1-2)log,Bo- (3.223)
3 3
Note que este resultado é formalmente idéntico aquele do modelo de Novikov-
Stewart, apesar dos principios fisicos subjacentes serem diferentes. A fragmentagao
com = [y fixo implica que os turbilhoes formam um fractal de dimensao

Dp =3+1log, B, (3.224)

como pode ser obtido por mera contagem de turbilhdes ao longo das escalas de
comprimento. De fato, a escala ¢,, o nimero de turbilhoes-filhos serd N,, =
(a3f30)?, isto é,

N,, = q"B3+108a bo) (3.225)

Fazendo N,, = aPF, segue-se, entdo o Resultado (3.224). Através de (3.223) e
(3.224), o expoente de escala pode ser expresso em termos da dimensdo fractal
como D )

(= F3 q¢+3—Dp. (3.226)

E interessante confirmar que a teoria K41 corresponde aqui a Dr = 3, mostrando
mais uma vez que os turbilhoes da fenomenologia kolmogoroviana ocupam todo o
espago homogeneamente. A intermiténcia, a grosso modo, estd ligada a existéncia
de regioes inativas do fluxo de fluido, onde nao ocorre transferéncia apreciavel de
energia entre as escalas.

Benzi et al. (1984) sugerem modelar o fluxo turbulento enfatizando a producao
de estruturas uni e bidimensionais, provavelmente associadas a filamentos e folhas
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Figura 3.14: Exemplificacao do fendmeno de auto-similaridade estendida, desco-
berto por Benzi et al. (1995), através das fungoes de estrutura de ordem dois e
trés.

de vorticidade. Fazendo a = 2, esses autores propoem a seguinte distribuicao de
0:
p(B) = w3(B—1/2) + (1 —2) (3 — 1/4). (3.227)

Obtém-se, para x = 0.125, um acordo razoavel com os resultados experimentais.

A descrigao dos expoentes de escala dentro do arcabougo tedrico dos modelos
de fragmentagao tem sido, sem duvida, corroborada pela experiéncia. Entretanto,
nao esta claro se as distribuicoes de probabilidade intermitentes podem ser obtidas
de forma simples a partir destes modelos, apesar de algumas tentativas ja terem
sido discutidas na literatura.

3.4.5 Auto-similaridade estendida

Uma descoberta completamente empirica sobre a forma das fungoes de estrutura
foi realizada em 1995 por Benzi e colaboradores (1995). As fungoes de estruturas
possuem relagoes ocultas de auto-similaridade que sao preservadas mesmo a escalas
onde os efeitos dissipativos tornam-se dominantes. A este fendmeno da-se o nome
de “auto-similaridade estendida”. Considerando, por exemplo, o grafico a direita
na Figura 3.14, observamos que o comportamento de escala da funcao de estrutura
de ordem 3 nao ¢ evidente — estes dados representam um fluxo turbulento a baixos
nimeros de Reynolds.

Entretanto, se In .Ss é plotado contra In S3, como esté feito no gréfico a esquerda
da Figura 3.14, um milagre acontece: a curva obtida possui comportamento de
escalal Em termos matemaéticos, Isto quer dizer que

Sa(£) ~ [S3(0))°@ (3.228)
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onde {23y = (2/¢3. Uma vez que a lei dos 4/5 nos dé (3 = 1, a propriedade de
auto-similaridade estendida fornece um meio pratico de se extrair outros expoentes
de escala, com precisao razodvel, a partir de dados experimentais ou numéricos
coletados para ntimeros de Reynolds nao tao elevados. E desnecessario, portanto,
ilustrar a grande importancia que a auto-similaridade estendida tem tido em anos
recentes.

Observou-se, posteriormente, que a auto-similaridade estendida apresenta pe-
quenos desvios que podem ser corrigidos pela hipétese de “auto-similaridade es-
tendida generalizada”. Esta formulagao consiste em escolher uma determinada
funcao de estrutura como referéncia, digamos, de ordem p, e definir

Gyp=1InS, — %m S, . (3.229)

A observagao experimental mostra, entdo, que um comportamento de escala mais
preciso é obtido quando se plota G, contra Gy ,. Colocando de outra maneira,
estamos afirmando que as fungoes de estrutura possuem a seguinte forma:

Sq(6) = Cy [F1(0]% [f2(0)])" . (3.230)

Na faixa inercial, esperamos que f1(f) ~ £ e fo(¢) = const. Na faixa dissipativa,
por outro lado, onde as flutuagoes espaciais do campo de velocidade sao mais su-
aves, deveremos ter f1(¢) = const. e fa(¢) ~ r. As fungdes f1 e fo sdo chamadas
de funcdes de crossover. Nao ha, atualmente, fundamentacao tedérica para a pro-
priedade de auto-similaridade estendida. Todavia, vale ressaltar que uma prova
analitica foi desenvolvida com sucesso em um modelo de transporte turbulento de
escalares passivos (Segel et al., 1996).

Exercicio 32:

Verifique, de fato, que a propriedade de auto-similaridade estendida generali-
zada é satisfeita para fungoes de estrutura da forma (3.230). Obtenha o expoente
de escala ((4|q/,p) definido pela expressao

Gap ~ [Gg pltia . (3.231)

3.5 Projeto de conclusao

B grandemente instrutivo verificar, com nossos proprios olhos, boa parte dos re-
sultados discutidos nas secoes anteriores, a partir da andlise numérica de séries
temporais turbulentas. O grupo de pesquisa coordenado por C. Meneaveu* dispo-
nibiliza séries temporais extensas obtidas em um experimento de tinel de vento a
R ~ 700. Sugerimos, assim, o seguinte projeto.

4Meneveau et al., http://pegasus.me.jhu.edu/~ meneveau/
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Projeto de Conclusao

Desenvolva codigos numéricos simples de manipulagao de séries turbulentas
para

(i) obter e (usando a lei dos 4/5), A (usando g(p) e também através de vy = (v?3)
ee), L e L., oespectro de energia F(k) ~ k~°/3 ¢ a constante de Kolmogorov
Ck, n (apartir de v e €), Re e Ry;

(ii) confirmar as relagdes de isotropia entre as fungoes f(p) e g(p);

(iii) obter as fungoes de estrutura longitudinais e transversais para varias ordens
(de ¢ = 1 até g = 15) e verificar desvios da teoria K41 (compare os expoentes de
escala longitudinais e transversais — a principio devem ser iguais, porém efeitos de
anisotropia residual podem produzir diferengas);

(iv) investigar o fenémeno da auto-similaridade estendida;

(v) testar os modelos fenomenoldgicos apresentados na segdo anterior para o
céalculo dos expoentes de escala;

(vi) Obter e investigar a gaussianidade ou ndo das densidades de probabilidade
para as varidveis v1(Z,t) e dv|(p,t) = v1(Z,t) — v1(Z + pZ,t). Considere (a) n <
p < L. e (b) p = 2L.. Calcule, para todas as distribuigdes encontradas, os
coeficientes de assimetria e achatamento. Verifique se o coeficiente de assimetria
da distribuicdo de dv|(p) segue a previsdo da teoria K41, variando p dentro da
faixa inercial.
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