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4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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4.5.1 Modelos da dinâmica do anemômetro . . . . . . . . . . . . 125
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5.8.3 Cálculo do erro associado às medidas de velocidade . . . . . 233

5.9 Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
5.9.1 Jato livre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
5.9.2 Escoamento sobre variação de topografia . . . . . . . . . . . 238

5.10 Agradecimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246



xii Conteúdo
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xv

Prefácio

O ato quase solene de escrever o Prefácio de um livro necessariamente provoca em
seu escritor momentos de profunda reflexão. Afinal, o objeto de tanta dedicação
intelectual se mostra por completo, desnudo, em suas virtudes e defeitos.

Em sua forma definitiva, que não pode ser modificada, o livro deveria não
apenas transmitir aos seus leitores a letra fria do rigor de suas construções teóricas,
mas, principalmente, o esṕırito de toda a sofisticação intelectual que se pretende
alcançar.

O presente texto pertence a uma já extensa e exitosa famı́lia. A série de escolas
dedicadas exclusivamente à investigação da turbulência de fluidos deu origem a
outros textos que marcaram época. A manutenção da alta estirpe, pois, poderia
causar sérios embaraços a novas contribuições.

A Turbulência é uma matéria com sabidas dificuldades conceituais, que exige
de seus militantes especializações múltiplas e sofisticadas. Esse texto, sem dúvida,
preencherá lacunas importantes no arcabouço de métodos e técnicas que se preten-
dem dispońıveis para um ataque consistente às dificuldades de natureza teóricas
e práticas impostas pela Turbulência àqueles que a ambicionam assaltar. Temas
do mais alto grau de complexidade e importância são dissecados em dois tomos
que formam uma obra com doze caṕıtulos. Um julgamento honesto dos Editores
classifica a presente contribuição como da maior relevância tanto para iniciantes
como para pesquisadores experientes no assunto.

A dedicação dos autores e seu compromisso com o resultado final dessa jornada
foram da maior sensibilidade. Os Editores, sinceramente, esperam que os leitores
reconheçam as muitas horas de trabalho abnegado que permitiram a existência
desta obra.

Finalmente, talvez devêssemos agora nos inquirir sobre o propósito de tudo isso.
Por que trabalhar com tamanho afinco para a existência dessa obra? A resposta é
simples e singela: para a construção de uma sociedade melhor. Um objetivo que
nos tem sido caro e que nos possibilitou encontrar aliados importantes na ABCM,
na FAPERJ e no CNPq. Este projeto é, sobretudo, uma iniciativa feliz da ABCM
e do Pronex “Núcleo de Excelência em Turbulência” um projeto apoiado pela
FAPERJ e pelo CNPq (Processo No E-26/171.198/2003).

Os Editores
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Caṕıtulo 6

Turbulência em fluidos
não-newtonianos

A modelagem de escoamentos turbulentos constitui um tema de pesquisa tão fas-
cinante quanto complexo e vasto. A formulação de modelos de turbulência é uma
tarefa sofisticada, a qual não possui uma metodologia claramente definida, con-
tando em grande parte com a experiência e com a intuição do modelador. Neste
caṕıtulo, será discutido o tratamento teórico do escoamento turbulento de fluidos
não newtonianos. Grande parte do texto envolve a descrição dos modelos pro-
postos pelos autores, juntamente com os passos e as hipóteses adotadas durante
a análise. Esperamos com este caṕıtulo contribuir para a divulgação do estudo
da turbulência e dos fluidos não newtonianos e principalmente para despertar o
interesse (e eventualmente a paixão) pelos temas apresentados.

6.1 Introdução

6.1.1 Escoamentos turbulentos de fluidos não-newtonianos

Quando se fala em Mecânica dos Fluidos, a maioria dos engenheiros associa a disci-
plina a escoamentos de fluidos de caracteŕısticas newtonianas, da qual os exemplos
mais comuns são o ar e a água. É indiscut́ıvel que estes representam, em massa
e volume, mais de 99% dos fluidos na biosfera, para além da sua freqüente pre-
sença na indústria e na nossa vida diária. Esta presença esmagadora não significa
que os fluidos não newtonianos sejam irrelevantes, uma raridade e uma curiosi-
dade acadêmica; a maioria dos fluidos sintéticos industriais, inúmeros fluidos de
relevância biológica e a massa magnética do planeta, entre outros, apresentam
aspectos claramente não newtonianos. Na sua maioria, eles exibem caracteŕısticas
reológicas diversas com diferentes graus de elasticidade, plasticidade, tixotropia
e reofluidificação. São fluidos tão diversos como as tintas decorativas, as tintas
de impressão, as colas, os produtos de cosmética e beleza, os medicamentos, os
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produtos alimentares no estado ĺıquido (ketchup, iogurtes, molhos), inúmeros pro-
dutos alimentares que, apresentando-se aos consumidores no estado sólido ou em
pó, passaram em processo por uma fase ĺıquida (sorvetes, produtos de confeita-
ria, massa de panificação), os sabões e detergentes, alguns óleos com aditivos de
massa molecular elevada ou contendo part́ıculas no estado sólido (óleo multigrade,
por exemplo), fluidos lubrificantes utilizados na perfuração de poços de petróleo e
gás natural, petróleo bruto, plásticos no estado ĺıquido (poĺımero fundido), alguns
fluidos térmicos, lamas de estações de tratamento de águas residuais, todo o tipo
de lamas provenientes da indústria extrativa, fluidos abrasivos, alcatrão, etc. A
lista de fluidos não newtonianos é muito extensa, de fato muito mais extensa do
que uma lista de fluidos com caracteŕısticas newtonianas.

Se a maioria destes fluidos apresentam uma consistência elevada que torna os
seus escoamentos dominados por efeitos viscosos e elásticos, no chamado regime
laminar e até em muitos casos no regime dos escoamentos de baixos números
de Reynolds1, não é menos verdade que são freqüentes os casos em que o esco-
amento decorre no regime turbulento. É o caso do escoamento no interior das
brocas de perfuração de poços de petróleo ou gás natural, de escoamentos em re-
atores agitados mecanicamente e em trocadores de calor nas indústrias qúımica e
de processamento operando com soluções não newtonianas, ou ainda em moder-
nos sistemas de aquecimento/arrefecimento comunitários, onde o recurso a fluidos
térmicos viscoelásticos traz enormes vantagens na redução dos custos associados
às perdas de calor e por fricção. De fato, este último caso é um claro exemplo de
uma aplicação industrial projetada para beneficiar diretamente do fenômeno da
redução do arrasto.

Na seção seguinte, faremos uma breve revisão do estado da arte no que diz
respeito à modelação da turbulência para fluidos viscoelásticos exibindo redução
de arrasto.

6.1.2 Breve revisão do estado da arte

Uma das caracteŕısticas mais interessantes dos escoamentos turbulentos de fluidos
não newtonianos com comportamento viscoleástico em dutos é a redução, em mui-
tos casos bastante intensa, do atrito na parede. Esse fenômeno é conhecido como
redução do arrasto e possui larga aplicação prática.

Desde 1948, quando Toms reportou a ocorrência de redução do arrasto no
escoamento turbulento numa conduta de um fluido não newtoniano, que inúmeros
investigadores dedicaram o seu tempo a compreender o comportamento de fluidos
viscoelásticos nestas condições. Estes esforços culminaram em meados dos anos
setenta, numa razoável compreensão fenomenológica, que está bem documentada
nas revisões de Hoyt (1972) e Virk (1975). Esta descrição será apresentada mais
adiante na Seção 6.4.

Até a década iniciada em 1970 o esforço de investigação dirigiu-se sobretudo
a uma compreensão f́ısica do fenômeno, reforçada posteriormente com o desenvol-
vimento de métodos ópticos de diagnóstico. São alguns exemplos desse esforço os

1A designação corrente destes escoamentos em inglês é “creeping flows”.
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trabalhos iniciais de Achia e Thompson (1977) e Reischman e Tiederman (1975),
de Luchik e Tiederman (1988) e Pinho e Whitelaw (1990) nos anos oitenta e mais
recentemente de Warholic et al. (1999), Pereira e Pinho (1994) e Escudier et
al. (1999), entre outros. Em 1995 Gyr e Bewersdorff fizeram uma revisão cŕıtica
do estado de conhecimento num livro que abordou não só a redução de arrasto
para soluções de poĺımero, mas também para soluções de agentes tenso-activos e
suspensões de fibras.

Uma das descobertas importantes das investigações de Tiederman e Hanratty
em escoamentos entre placas paralelas foi a redução nas tensões de corte de Rey-
nolds, que só pode ser explicado pelo aparecimento de uma tensão de corte su-
plementar, de origem elástica, mas que até à data não foi ainda medido. Esta
descoberta sugeriu uma nova dinâmica da turbulência envolvendo, entre outras
coisas, o acoplamento entre as flutuações das tensões elásticas e as flutuações do
gradiente de velocidade. Estas também foram algumas das conclusões de estu-
dos usando simulação numérica direta (DNS2) de Massah e Hanratty (1997) com
o modelo FENE-P3, que mostrou que a tensão elástica flutua e interage com a
turbulência e o escoamento médio.

Apesar de todos os esforços experimentais, não há ainda uma explicação clara
para a ocorrência de redução de arrasto e a sua relação com a reologia dos fluidos
viscoelásticos. Embora haja fortes ind́ıcios para uma relação entre a redução do
arrasto e uma viscosidade extensional reoespessante, até a data não houve uma
demonstração cabal desse fato. A medição da viscosidade extensional é ainda
uma tarefa dif́ıcil e em especial para os fluidos muito dilúıdos capazes de atingir
escoamentos em regime turbulento.

Com os grandes avanços na capacidade de cálculo computacional surgiu a alter-
nativa de se realizar investigação por DNS. Desde 1993, com o trabalho de Massah
et al., que esta técnica tem fornecido informação útil sobre o efeito de propriedades
reológicas espećıficas sobre as caracteŕısticas do escoamento, e é hoje um método
poderoso de caracterizar o escoamento turbulento, com qualquer tipo de fluido que
é posteriormente utilizado para auxiliar o esforço de modelação. Para fluidos vis-
coelásticos existe, porém, uma dificuldade acrescida relativamente à utilização de
DNS com fluidos newtonianos e discutido na seção 6.3: não há a priori a certeza
de qual seja a equação constitutiva correta para um determinado fluido. Veja-se a
este propósito as conclusões de Zhou e Akhavan (2003) que afirmam que o modelo
FENE-P apresenta erros significativos na previsão da viscosidade extensional em
regime transitório. Mesmo assim, o cálculo DNS com FENE-P permite a obtenção
de informação extremamente relevante sobre a relação entre a reologia dos fluidos
e as respectivas caracteŕısticas hidrodinâmicas.

As primeiras investigações DNS de Massah et al. (1993) e Massah e Hanratty
(1997) não foram auto-consistentes uma vez que se concentraram na resolução da
equação constitutiva reológica, geralmente FENE-P, para uma cinemática newto-
niana, não foram capazes de prever a redução do arrasto, mas permitiram ver o

2DNS é uma sigla com origem no termo inglês “Direct Numerical Simulation”.
3FENE-P é uma sigla com origem no termo inglês “Finitely Extensible Nonlinear Elastic

model” com a aproximação de Peterlin (1966).
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efeito da turbulência na evolução das conformações moleculares e, consequente-
mente nas propriedades dos fluidos.

Uma das principais descobertas de Massah et al. (1997) foi o grande aumento
no tamanho das moléculas presentes na subcamada viscosa, mas a ausência de
extensão na camada intermédia. Num escoamento de Couette em regime lami-
nar, as moléculas também se estenderam significativamente, mas não se encontrou
redução de arrasto. A conclusão é óbvia: embora os efeitos da extensão molecular
afetem as viscosidades de corte e extensional, o arrasto é só uma função da tensão
de corte que em regime laminar não depende da viscosidade extensional. Contudo,
a extensão molecular interfere na dinâmica da vorticidade, e por conseqüência na
turbulência, pelo que a tensão de corte em regime turbulento vem afetada. O
progresso dos meios de cálculo permitiu simulações numéricas diretas consistentes
a partir de meados dos anos noventa usando equações constitutivas simplificadas
para analisar o efeito da turbulência sobre determinadas propriedades reológicas.
Orlandi (1995) e Den Toonder et al. (1995, 1997) adotaram equações constitutivas
viscosas para imitar os efeitos dos poĺımeros nos seus cálculos de DNS. Os mode-
los estudados apresentavam termos anisotrópicos e diferentes tipos de variação das
propriedades reológicas e o seu impacto sobre a redução de arrasto foi investigado.

Mais recentemente já se efetuaram simulações DNS consistentes em escoamen-
tos entre placas paralelas com modelos viscoelásticos mais realistas derivados das
teorias cinético-molecular (modelo FENE-P) e das redes (modelo de Giesekus)
por Massah e Hanratty (1997), Sureshkumar et al. (1997) e Dimitropoulos et al.
(1998, 2001). Estes trabalhos conseguiram prever reduções de arrasto significa-
tivas, mas ainda inferiores a 30%, i.e., no chamado regime de baixa redução de
arrasto, e mostraram concordância qualitativa com resultados experimentais. As
simulações com o modelo FENE-P e de Giesekus mostraram reduções de arrasto
semelhantes quando os seus parâmetros foram escolhidos, por forma a igualar a
viscosidade extensional máxima4 (Dimitropoulos et al., 2001).

As investigações DNS mais recentes reportam-se a números de Reynolds mais
elevados e sobretudo a ńıveis de redução de arrasto mais intensos tendo-se definido
relações entre os parâmetros reológicos e a redução de arrasto (Housiadas e Beris,
2004a), incluindo nos regimes de redução de arrasto elevada (DR > 40%) e máxima
(Li et al., 2005). Os desenvolvimentos mais recentes nas técnicas DNS para flui-
dos viscoelásticos permitiram reduzir a difusão numérica necessária a convergir a
equação constitutiva reológica, formulada em termos da conformação molecular
(Housiadas e Beris, 2004b), tendo-se verificado que a redução de arrasto obtida
com o modelo de Giesekus é superior à obtida com o modelo FENE-P sobretudo
nos regimes de elevada e máxima redução de arrasto. As simulações mais recentes
mostraram também o grande aumento na dimensão das estruturas coerentes pre-
sentes no escoamento, a correspondente diminuição da sua freqüência de ejeção, e
a necessidade de grandes domı́nios de cálculo na direção longitudinal. O processa-
mento dos dados de DNS para a realização de novos balanços de energia cinética
de turbulência, enstrofia e tensões de Reynolds (Housiadas e Beris, 2005) é certa-

4As viscosidades extensionais máximas destes dois modelos são iguais desde que se verifique a
seguinte relação entre os parâmetros α do modelo de Giesekus e L2 do modelo FENE-P: α=1/L2.
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mente um dos elementos mais relevantes para o desenvolvimento de novos modelos
de turbulência.

A técnica de DNS também foi utilizada para investigar a dinâmica de escala-
res no seio do escoamento de fluidos viscoelásticos (modelo FENE-P) em regime
turbulento, o que é importante para o desenvolvimento de modelos para a redução
de arrasto heterogênea (Gupta et al., 2005a).

Em contraste com o trabalho experimental e o DNS, o progresso no desenvolvi-
mento de modelos de turbulência locais para escoamentos de fluidos viscoelásticos
tem sido muito lento. Após um esforço inicial nos anos 1970 (Durst et al., 1977,
1979; Hassid e Poreh, 1975, 1978 e Poreh e Hassid, 1977) pouco se fez nos anos
seguintes. Nesses desenvolvimentos iniciais o modelo κ − ε para fluidos newtoni-
anos foi utilizado com modificações nas funções de parede (modelo “standard”)
ou nas funções de amortecimento (modelo de baixo número de Reynolds). Hassid
e Poreh (1975) sugeriram um modelo de uma equação, mas este tipo de mode-
los foi rapidamente abandonado devido às dificuldades em se definir uma escala
de comprimento adequada, mesmo para fluidos newtonianos. Em Poreh e Hassid
(1977) e Hassid e Poreh (1978) a mesma versão modificada do modelo κ − ε de
baixo número de Reynolds de Jones e Launder (1972) foi utilizado, mas isso não
foi suficiente para prever redução do arrasto de forma genérica. O coeficiente da
função de amortecimento da viscosidade turbulenta do tipo Van Driest teve que
ser determinado a partir de resultados da redução de arrasto para o caso espećıfico
a ser previsto e por isso a aplicabilidade do modelo ficou em causa.

Essencialmente, em todos estes casos as modificações não foram capazes de
prever a redução do arrasto com generalidade, mas mostraram que modificações
adequadas da lei de parede ou das funções de amortecimento podem conduzir
a previsões corretas. A deficiência de generalização do modelo resulta da falta
de ligação entre o modelo de turbulência e a reologia dos fluidos. O assunto já
tinha sido abordado em 1974 por Mizushina et al. que utilizaram um modelo
de turbulência de ordem zero com um fator de amortecimento de Van Driest
modificado para ter em consideração a viscoelasticidade do fluido incorporando
um tempo de relaxação, que foi determinado a partir da teoria linear elástica
de Rouse e de resultados experimentais. Esta metodologia foi capaz de prever o
comportamento com um mesmo fluido em diferentes condições de escoamento, o
que os modelos de turbulência posteriores de Hassid e Poreh e Durst et al. não
foram capazes de conseguir.

As excursões na temática do desenvolvimento de modelos de turbulência para
fluidos não newtonianos dos anos noventa tiveram uma aplicação muito limitada:
Politis (1989), Malin (1997) e Cruz et al. (2000) deduziram independentemente
as equações relevantes à previsão de escoamentos turbulentos com fluidos lei de
potência com um modelo do tipo κ− ε mas não foram capazes de prever redução
de arrasto de origem elástica.

Outros desenvolvimentos de modelos de viscosidade turbulenta também foram
tentados. Poreh e Dimant (1972) desenvolveram um modelo baseado no com-
primento de mistura de Van Driest por inclusão de um parâmetro de amorte-
cimento variável que representava os efeitos dos aditivos poliméricos. Expressões
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mais complexas foram deduzidas por Edwards e Smith (1980) e mais recentemente
por Azouz e Shirazi (1997). Estes autores previram o escoamento turbulento de
soluções poliméricas de CMC5 em condutas anulares, mas necessitaram de utilizar
no seu modelo resultados de escoamentos dos mesmos fluidos em condutas de seção
circular.

Só muito recentemente surgiu o primeiro modelo de turbulência verdadeira-
mente acoplado a um modelo reológico de um fluido. Partindo de um modelo
constitutivo reológico para um fluido newtoniano generalizado, que foi modificado
para incluir efeitos do reoespessamento da razão de Trouton6 , Pinho (2003) e
Cruz e Pinho (2003) desenvolveram um modelo κ − ε capaz de prever simulta-
neamente o comportamento de fluidos puramente viscosos e também de fluidos
reofluidificantes com elasticidade, esta caracterizada pela razão de Trouton reo-
espessante. O modelo é genérico, pois só necessita de informação sobre dados
reométricos convencionais, mas necessita ainda de inúmeras melhorias, para que
as previsões sejam quantitativamente precisas para uma gama extensa de fluidos
e de condições de escoamento. Em 2004 Cruz et al. inclúıram no seu modelo
um novo termo de tensão que tinha sido desprezado anteriormente no balanço de
quantidade de movimento com melhorias na previsão das quantidades médias (fa-
tor de fricção e velocidade media) e turbulentas (energia cinética de turbulência).
Mais recentemente, Resende et al. (2006) desenvolveram uma versão não-linear do
modelo κ− ε que é por isso capaz de prever o aumento da anisotropia das tensões
de Reynolds com a redução de arrasto.

Como resultado das simulações DNS com o modelo FENE-P o primeiro modelo
de turbulência para este tipo de fluidos foi recentemente apresentado por Gupta et
al. (2005b), um modelo de ordem zero formulado em termos de uma viscosidade
turbulenta, e cobrindo os três regimes de redução de arrasto. O modelo prevê
exatamente o comportamento do fluido FENE-P num escoamento turbulento entre
placas paralelas, mas não foi testado nem para o escoamento numa conduta de
seção circular nem noutros escoamentos turbulentos viscoelásticos.

6.1.3 Organização do curso/caṕıtulo

Este curso, e o restante texto, está organizado da seguinte forma: em primeiro lugar
começaremos por descrever sucintamente as propriedades reológicas dos fluidos não
newtonianos capazes de atingir regime turbulento A descrição destas propriedades
por modelos constitutivos reológicos é o tópico seguinte, introduzindo modelos
para fluidos inelásticos e posteriormente fluidos viscoelásticos do tipo diferencial
não linear.

Descrevem-se então as principais caracteŕısticas dos escoamentos turbulentos
das soluções com redução de arrasto. A descrição das propriedades dos escoamen-
tos foca não só as caracteŕısticas do escoamento médio, como o fator de fricção e os
perfis de velocidade, mas também as propriedades de turbulência, nomeadamente
os perfis das várias componentes do tensor das tensões de Reynolds.

5CMC é a sigla inglesa para “Carboxy Methil Cellulose”.
6A razão de Trouton é o cociente entre as viscosidades extensional e viscosimétrica.
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Estabelecido o conhecimento fundamental sobre as propriedades dos fluidos
viscoelásticos e dos seus respectivos escoamentos, é então iniciada a descrição
dos modelos de turbulência mais simples atualmente dispońıveis para o cálculo
deste tipo de escoamentos. Estes modelos baseiam-se numa equação constitutiva
reológica pseudo-elástica que não é mais que uma adaptação do modelo newtoniano
generalizado. Aqui apresentam-se vários modelos do tipo κ− ε e um modelo para
descrever o fluxo de Reynolds de calor, em que os escoamentos calculados são ainda
os descritos no caṕıtulo ou seção anterior.

Finalmente, o texto termina apontando direções para o desenvolvimento de me-
lhores modelos de turbulência que assentam, em larga medida, nos resultados mais
recentes de simulação numérica direta obtidos com fluidos viscoelásticos descritos
pelo modelo FENE-P.

6.2 Propriedades reológicas de fluidos não newto-
nianos

Os fluidos não-newtonianos cujos escoamentos podem ocorrer em regime turbu-
lento não podem necessariamente ser muito consistentes. No entanto, apresentam
caracteŕısticas reológicas tão complexas como as dos fluidos muito consistentes e
de elevada viscosidade, como os poĺımeros fundidos. São normalmente soluções
dilúıdas ou semi-dilúıdas de aditivos poliméricos, de aditivos do tipo tensoativo
(em inglês “surfactant”) ou ainda suspensões de part́ıculas e/ou fibras. Neste
texto não abordaremos nem a reologia das soluções de agentes tensoativos e de
suspensões de fibras nem os seus modelos de turbulência espećıficos.

6.2.1 Fluidos inelásticos: a viscosidade de corte, viscosimé-
trica ou de cisalhamento

Os fluidos inelásticos são incapazes de acumular energia interna por deformação
das suas moléculas ou arranjos de moléculas para posteriormente a devolver ao es-
coamento após uma mudança das respectivas caracteŕısticas. Os fluidos inelásticos
são pois meramente dissipativos e apresentam como propriedade reológica funda-
mental a viscosidade de corte, possuindo portanto um tempo de relaxação nulo.
Os fluidos inelásticos por excelência são os fluidos ditos newtonianos, como a água
e o ar, embora de um ponto de vista fundamental mesmo estes fluidos apresentem
tempos de relaxação não nulos, embora muito pequenos e por isso irrelevantes para
a maioria das situações de engenharia7.

No caso das soluções poliméricas os aditivos responsáveis por tornar a visco-
sidade de corte variável e dependente da velocidade de deformação são também
responsáveis pela viscoelasticidade. Contudo, alguns comportamentos fluido di-

7Os tempos de relaxação do ar (em condições normais de pressão e temperatura) e da água
são da ordem de 10−13 a 10−12 s (c.f. Tanner RI; “Engineering Rheology,” Clarendon Press,
Oxford (1985)).
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Figura 6.1: Escoamento de Couette plano.

nâmicos são basicamente ditados pelas propriedades inelásticas dos fluidos e esta
idealização simplifica a sua interpretação e a medição da viscosidade de corte.

A viscosidade de corte, viscosimétrica ou de cisalhamento8 (η) define-se como
o quociente entre a tensão de corte (τ12) e a respectiva velocidade de deformação
(γ̇12) num escoamento de Couette (ver Figura 6.1), i.e.

η ≡ τ12

dU1/dx2
=

τ12

γ12
. (6.1)

Tipicamente, os fluidos reais mais comuns apresentam um comportamento reoflui-
dificante9 no que diz respeito à viscosidade de corte, com um patamar de visco-
sidade constante (de valor elevado) a baixas velocidades de deformação, como se
ilustra na Figura 6.2. Para alguns fluidos encontramos ainda um segundo patamar
de viscosidade constante (de baixo valor de viscosidade) a elevadas velocidades de
deformação. Estes patamares são por vezes designados de patamares newtonia-
nos. Entre os dois patamares a viscosidade comumente diminui com o aumento da
velocidade de deformação seguindo uma lei de potência, como se mostra na Figura
6.2(a).

Para determinadas suspensões de part́ıculas de formas irregulares, e também
para soluções de agentes tensoativos, a viscosidade de corte pode ainda apresen-
tar um comportamento reoespessante10, que também está representada na Figura
6.2(a) por uma linha a cheio.

A Figura 6.2(b) apresenta a variação da viscosidade de cisalhamento com a
velocidade de deformação para as quatro soluções de CMC estudadas por Pinho
e Whitelaw (1990). O aumento da concentração de poĺımero aumenta a visco-
sidade de corte, sobretudo para velocidades de deformação baixas, uma vez que

8O termo cisalhamento é de origem gaulesa sendo comumente utilizado no Brasil, enquanto
que em Portugal se dá preferência aos termos “corte” ou “viscosimétrico”.

9Em português cáıram em desuso as expressões “reoespessante regressivo” e “pseudoplástico”.
Em inglês utiliza-se “shear-thinning” tendo cáıdo em desuso o termo “pseudoplastic”.

10Em português cáıram em desuso as expressões “reoespessante progressivo” e “dilatante”.
Em inglês utiliza-se a expressão “shear-thickening” tendo cáıdo em desuso o termo “dilatant”.
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a viscosidade das soluções tende para a viscosidade do solvente (água) quando a
velocidade de deformação aumenta. Com o aumento da concentração de aditivo
o declive da zona de lei de potência também aumenta e a transição do primeiro
patamar newtoniano para a zona de comportamento lei de potência ocorre para
velocidades de deformação cada vez menores.

Figura 6.2: Comportamento viscoso t́ıpico de soluções poliméricas: (esquerda)
soluções aquosas de 0.4% CMC (Pinho e Whitelaw, 1990) e 0.2% XG (Escudier et
al., 1999) e comparação com modelos newtoniano e de Carreau. (direita) Variação
da viscosidade de corte de soluções de CMC em função da velocidade de deformação
e concentração de aditivo (em massa). XG (goma de xantano) e CMC (celulose
carboxi-met́ılica).

6.2.2 Comportamento dependente do tempo

Alguns fluidos inelásticos exibem dependência temporal das suas propriedades
dissipativas. É o caso, por exemplo, de algumas suspensões de part́ıculas argilosas
onde a viscosidade viscosimétrica varia no tempo mesmo quando a velocidade de
deformação permanece constante no tempo. Esta dependência do tempo não se
deve a qualquer efeito de armazenamento elástico de energia, mas é um fenômeno
puramente dissipativo que é reverśıvel11 e que se deve a alterações no equiĺıbrio
entre a formação e a destruição de estruturas internas ao próprio fluido.

Para visualizar o fenômeno considere-se a Figura 6.3, que representa a resposta
de um fluido em repouso a um ensaio a velocidade de deformação constante numa
célula de Couette.

11A reversibilidade da tixotropia deve aqui ser entendida como um fenômeno que pode ser
ciclicamente repetido, i.e., não ocorre qualquer degradação dos componentes do fluido. Não se
trata pois de um reversibilidade do ponto de vista termodinâmico.
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Figura 6.3: Comportamento tixotrópico da tensão de cisalhamento num escoa-
mento de Couette.

A tensão diminui ao longo do tempo até se atingir um equiĺıbrio na estrutura
interna do fluido. Para diferentes valores de γ̇ verifica-se o mesmo fenômeno a que
se dá o nome de tixotropia.

A tixotropia está associada à orientação das entidades constitutivas do fluido
e à sua configuração estrutural, quando estes são senśıveis ao campo de tensões
aplicado, mas o rearranjo estrutural é lento, comparado com o que ocorre nos
fluidos ditos independentes do tempo, que se adaptam quase instantaneamente
ao campo de tensão. Descrições qualitativas do comportamento tixotrópico dos
fluidos, indicam que as suas part́ıculas ou moléculas constituintes sofrem aglo-
merações ou dispersão e alinhamento ou entrelaçamento, que se desfazem após a
remoção da tensão aplicada voltando a estrutura à situação original. Suspensões
aquosas de barro bentońıtico, petróleos a baixas temperaturas e emulsões pseu-
doplásticas de sabões, são alguns dos fluidos tixotrópicos, enquanto que no grupo
dos reopéticos se deve considerar o poliester saturado (MW = 2,000 kg/kmole) e a
tinta de impressão.

A t́ıtulo de exemplo apresenta-se na Figura 6.4 a variação da viscosidade visco-
simétrica com o tempo para uma solução aquosa de 1.5% de uma argila hectoŕıtica
em água, a laponite RD da Laporte Industries, que foi estudada por Pereira e Pinho
(1999). A laponite é um aditivo freqüentemente utilizado na indústria formando
soluções que se escoam também em regime permanente, e que também aparece na
formulação de fluidos laboratoriais devido à transparência óptica das suas soluções
(Escudier et al., 1995), permitindo simular fluidos utilizados na perfuração de poços
de petróleo e gás natural.

Na Figura 6.4, a curva superior representa a resposta do fluido quando se dá
um aumento súbito da tensão imposta de 0 para 15 Pa. De acordo com alguns
dos modelos fenomenológicos (Papenhuijzen, 1972), a tixotropia ocorre nos fluidos
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que formam uma estrutura interna. Nesta estrutura forma-se uma rede de ligações
e, em simultâneo, a deformação do material impõe roturas nessas ligações. Na
presença de uma deformação imposta a estrutura na situação de equiĺıbrio resulta
de um compromisso entre as taxas de formação e rotura de ligações internas. A
curva superior da figura corresponde pois à evolução de uma situação de estrutura
totalmente formada (τ = 0 Pa para t < 0 s) para uma situação de equiĺıbrio.

Por outro lado, a curva inferior corresponde a uma queda súbita da tensão
aplicada de 35 Pa para 15 Pa. Na ausência de qualquer estrutura interna as duas
curvas deveriam coincidir, mas aqui não é o caso. O equiĺıbrio estrutural justifica
que ambas as curvas apresentem um tempo de resposta semelhante, embora a
variação da taxa de deformação (viscosidade) seja menor na curva inferior porque
as modificações estruturais na passagem de 35 Pa para 15 Pa são menos intensas
do que na variação de 0 Pa para 15 Pa. O tempo de resposta obtido nos ensaios
de viscosidade é da ordem dos 3000 s e é idêntico para ambas as curvas.

Figura 6.4: Evolução no tempo da viscosidade viscosimétrica de uma suspensão
aquosa de 1.5% de laponite corresponde à aplicação no instante t = 0 s de uma
tensão de corte de 15 Pa: O: τ = 0 Pa para t < 0 s; Δ: τ = 35 Pa para t < 0 s
(de Pereira e Pinho, 1999).

6.2.3 Fluidos com tensão de cedência

Há fluidos em que não se observa o primeiro patamar newtoniano de viscosidade,
mas em que esta tende a aumentar indefinidamente à medida que a velocidade de
deformação diminui. Este caso configura fluidos que apresentam uma estrutura
interna com alguma rigidez e que por isso dão origem ao aparecimento de uma
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Figura 6.5: Suspensões de laponite (Lap): (esquerda) viscosidade viscométrica de
equiĺıbrio; (direita) Deformação em ensaio de fluência de uma suspensão de 1% de
laponite (Pereira e Pinho, 1999).

tensão cŕıtica mı́nima, que é necessário vencer para a ocorrência de escoamento - a
tensão de cedência. Tais materiais apresentam assim um comportamento amb́ıguo,
pois comportam-se como fluidos quando a tensão de cedência é excedida, mas como
sólidos no caso contrário. Exemplos são a pasta dent́ıfrica, a maionese, o sangue
ou ainda algumas suspensões de part́ıculas, sobretudo se os solventes possúırem
moléculas de elevado peso molecular.

O comportamento t́ıpico de um fluido com tensão de cedência (τY ) está ilus-
trado na Figura 6.5: a Figura 6.5(a) mostra ainda o ajuste de um modelo de
Herschel-Bulkley (HB, Eq. (6.2)) à viscosidade de corte de dois fluidos baseado
na laponite, enquanto que a Figura 6.5(b) mostra a resposta desse fluido a um
ensaio de fluência, que constitui um dos métodos diretos de medição da tensão de
cedência

τ = τY + Kγ̇n . (6.2)

Como as suspensões de laponite são também fluidos tixotrópicos cada ponto da
Figura 6.5(a) corresponde de fato a condições de equiĺıbrio que se obtém ao fim
de muito tempo, i.e. após solicitar o fluido a uma velocidade de deformação (γ̇)
constante, durante um tempo suficientemente longo para que a viscosidade de
corte deixe de variar no tempo (ver Figura 6.4).

A determinação experimental da tensão de cedência pode fazer-se de forma
indireta ou direta. No método indireto, ilustrado na Figura 6.5(a), a tensão de
cedência é calculada a partir do ajuste de uma equação aos valores medidos da
viscosidade de corte, por exemplo o modelo de Herschel-Bulkley da Eq.(6.2). No
método direto aplicam-se tensões de corte sucessivamente crescentes a uma amos-
tra de fluido colocada numa célula de Couette. Enquanto a tensão aplicada for
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inferior à tensão de cedência do material, após a remoção da tensão a deformação
final do fluido é nula, mas haverá uma deformação residual quando a tensão ex-
ceder o valor cŕıtico, como se mostra na Figura 6.5(b) onde a tensão cŕıtica é da
ordem de 2.9 Pa.

6.2.4 Fluidos viscoelásticos

Os fluidos são viscoelásticos quando são capazes de armazenar energia sob a forma
elástica durante fenômenos cinematicamente transientes, posteriormente cedendo
ao escoamento a energia armazenada. Há contudo outras manifestações da elasti-
cidade, detectáveis mesmo em escoamentos em regime permanente.

Coeficientes da primeira e segunda diferença de tensões normais

No escoamento de Couette da Figura 6.1 um fluido elástico desenvolve tensões nor-
mais que tendem a afastar as duas placas. Define-se assim a propriedade material
Ψ1, designada por coeficiente da primeira diferença de tensões normais, como na
Equação (6.3),

Ψ1 ≡ N1

γ̇2
=

τ11 − τ22

γ̇2
. (6.3)

Esta diferença resulta das propriedades de invariância do tensor das tensões que
faz com que só duas das três tensões normais sejam realmente independentes entre
si. O coeficiente da segunda diferença das tensões normais relaciona as outras duas
componentes da tensão normal (N2 ≡ τ22− τ33) é a segunda diferença das tensões
normais). N2 é normalmente muito baixo, podendo atingir valores máximos da
ordem dos 20% de N1, mas de sinal contrário.

O comportamento t́ıpico de um fluido viscoelástico, no que diz respeito a Ψ1,
apresenta-se na Figura 6.6(a), onde se observa que no limite das baixas taxas
de deformação o fluido apresenta um coeficiente constante a que corresponde um
N1 → 0. N1 é responsável por alguns fenômenos espetaculares como o efeito de
Weissenberg da Figura 6.6(b), onde se observa a subida de fluido ao longo de um
bastão em rotação.

O comportamento das tensões normais representado na figura também é do
tipo reofluidificante, com as tensões normais a variar muito intensamente, porque
N1 varia com γ̇2.

Módulos de conservação e dissipação

Aplicando uma tensão oscilatória de baixa amplitude (τ = τ0 sin ωt) à placa su-
perior da célula de Couette da Figura 6.1, a deformação do fluido γ(t) não estará
em fase nem com a tensão aplicada nem com a sua taxa de deformação γ̇(t) se
o fluido for viscoelástico, mostrando assim que o comportamento do fluido apre-
senta simultaneamente caracteŕısticas viscosas e elásticas. A deformação do fluido
é quantificada por γ(t) = γ0 sin(wt+δ), estando por isso desfasada de δ em relação
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Figura 6.7: Resposta a um ensaio oscilatório de uma solução aquosa de 0.25% de
goma de xantano.

à tensão aplicada. Surgem assim os conceitos de módulo de dissipação (G′′) e mo-
dulo de conservação (G′), definidos nas equações (6.4) e (6.5):

G′ ≡ τ0

γ0
cos δ , (6.4)

G′′ ≡ τ0

γ0
sin δ (6.5)

que medem a quantidade de energia de deformação armazenada reversivelmente
(G′) e por isso recuperável, e a energia de deformação irreversivelmente perdida
por efeito viscoso (G′′). O desfasamento δ entre a tensão aplicada e a deformação
resultante é designada por ângulo de perdas.

A Figura 6.7 mostra o comportamento de um fluido viscoelástico, no caso
vertente uma solução aquosa dilúıda de goma de xantano. A resposta de um
fluido newtoniano a um ensaio deste tipo é óbvia porque não sendo elástico se
caracteriza por um ângulo de perdas que é máximo, i.e. δ = π/2.

Viscosidade extensional ou elongacional

Se sujeitarmos uma amostra de fluido a um escoamento extensional, como por
exemplo o que se verifica numa contração ou num ensaio de tração, o cociente entre
a diferença de tensões normais e a velocidade de deformação normal na direção
longitudinal (ε̇) designa o que se convencionou chamar de viscosidade extensional
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Figura 6.8: Variação da viscosidade extensional de vários fluidos: (esquerda)
Modelo newtoniano e de Phan-Thien-Tanner; (direita) Várias soluções aquosas
dilúıdas e semi dilúıdas de poĺımero, medida pelo reômetro de jatos opostos (de
Escudier et al., 1999).

ou elongacional uniaxial representado pelo śımbolo ηE ,

ηE ≡ τ11 − τ22

∂U1/∂x1
=

τ11 − τ22

ε̇
. (6.6)

Todos os fluidos possuem uma viscosidade elongacional não nula, que no caso do
fluido puramente viscoso (também designado de fluido de Stokes) é igual a três ve-
zes a viscosidade de corte. Aquilo que caracteriza inúmeros fluidos viscoelásticos é
o fato da razão entre as viscosidades extensional e de corte, designada por razão de
Trouton12, poder exceder largamente o valor de 3 e também a sua dependência da
velocidade de deformação normal, ε̇. A Figura 6.8(a) ilustra alguns comportamen-
tos t́ıpicos da viscosidade elongacional de fluidos viscoelásticos, no caso vertente o
comportamento previsto pelo modelo dito PTT (Phan-Thien-Tanner) a ser discu-
tido na Seção 6.3.

Não é fácil medir esta propriedade dada a dificuldade em garantir que as
part́ıculas de fluido se submetam a uma velocidade de deformação constante du-
rante um intervalo de tempo suficientemente longo para eliminar efeitos tran-
sitórios. Este problema é especialmente agudo para fluidos de baixa consistência
em que ηE só pode ser medido normalmente em escoamento do tipo contração
súbita, ou jacto oposto, tratando-se por isso de uma viscosidade extensional que
não é pura13. É para esse tipo de fluidos pouco consistentes que a Figura 6.8(b)

12A razão de Trouton TR = ηE(ε̇)/ηV (γ̇) em que γ̇ =
√

3ε̇.
13Nestes casos prefere-se falar de “indexador de viscosidade extensional” em vez de “viscosidade
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mostra alguns resultados de medições da viscosidade extensional obtidas com o
indexador de jactos opostos (Fuller et al., 1987; Zirnsak e Boger, 1998). Mais
recentemente foi desenvolvida a técnica de ruptura de um filamento capilar14,
que é particularmente adequada a medir a viscosidade extensional de soluções po-
liméricas dilúıdas. No entanto, esta técnica descrita em detalhe em Stelter et al.
(2000, 2002) só permite medir um único valor de ηE a uma taxa ε̇ espećıfica para
cada fluido e que resulta de um equiĺıbrio de forças elásticas e de tensão superficial,
o prinćıpio do seu funcionamento.

Há outras variantes da viscosidade elongacional, relacionadas com diferentes
tipos de escoamento extensional, que não serão aqui abordadas, mas que apre-
sentam o mesmo tipo de comportamento de um ponto de vista qualitativo (por
exemplo, as viscosidades extensionais biaxial e plana). O leitor interessado poderá
consultar a obra de Bird et al. (1987), para uma apresentação mais exaustiva
desta propriedade. Aqui limitamo-nos a falar da viscosidade extensional uniaxial.

Outras propriedades reológicas

Esta apresentação de propriedades reológicas de fluidos foi propositadamente sim-
ples e restrita por razões óbvias de espaço e tempo. No entanto, há que referir que
é cada vez mais importante atender à resposta dos fluidos e modelos reológicos a
escoamentos de corte e extensional em regime não-estacionário. A literatura da
especialidade (Lielens et al., 1999) mostra claramente que modelos constitutivos
reológicos adequados a prever corretamente as propriedades dos fluidos em ensaios
em regime permanente falham por vezes na resposta desses mesmos fluidos se os
ensaios decorrerem em regime transitório. Ora, esta é uma caracteŕıstica t́ıpica de
escoamentos em regime turbulento.

6.3 Modelos constitutivos reológicos

6.3.1 Introdução e equações fundamentais

O cálculo numérico de um escoamento de um fluido não newtoniano passa no
mı́nimo pela resolução de duas equações de conservação (massa e quantidade de
movimento) e uma equação de estado constitutiva reológica. Se o problema envol-
ver ainda transferência de calor é necessário juntar-lhe a equação de conservação da
energia térmica. Finalmente, tratando-se de um escoamento em regime turbulento,
é necessário considerar ainda equações de conservação de várias quantidades rela-
cionadas com o modelo de turbulência, tais como a energia cinética de turbulência,
a sua taxa de dissipação, as tensões de Reynolds ou outras. No contexto de um
modelo para fluidos viscoelásticos surgirão novos termos envolvendo flutuações de
quantidades f́ısicas que terão de ser modelados, como se verá mais adiante.

Pode ser necessária ainda a resolução de uma equação constitutiva térmica,
pois o tratamento de escoamentos não isotérmicos de fluidos viscoelásticos pode

extensional”.
14Em inglês usa-se a sigla CaBer que vem de “Capillary break-up”.
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requerer o uso de uma formulação mais genérica da lei de Fourier (Bird e Cur-
tiss, 1998; Curtiss and Bird, 1997). No entanto, é prática corrente adotar uma
condutibilidade térmica isotrópica. Finalmente é de notar que a equação da ener-
gia térmica para fluidos viscoelásticos vem modificada relativamente à equação
para fluidos newtonianos. O leitor interessado pode consultar as obras de Peters
e Baaijens (1997) ou Wapperom e Hulsen (1998) entre outros.

Equação de conservação da massa

Os fluidos não newtonianos são, regra geral, ĺıquidos considerados incompresśıveis
pelo que a equação de conservação da massa é escrita em notação indicial como

∂ui

∂xi
= 0 , (6.7)

onde ui representa a componente do vector velocidade no sistema cartesiano, xi.
A notação indicial será usada freqüentemente ao longo deste texto aplicando-se
também a regra da soma de ı́ndices de Einstein. Para uma explicação mais de-
senvolvida de álgebra tensorial, o leitor poderá consultar as obras de Aris (1962),
Sedov (1971) e os apêndices de Bird et al. (1987a, 2002).

Equação de conservação da quantidade de movimento

A equação de conservação de quantidade de movimento para um fluido genérico
apresenta-se em muitos textos (ex. Bird et al., 1987a) como sendo

∂(ρui)
∂t

+
∂(ρujui)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+ ρgi +

∂τij

∂xj
. (6.8)

Nesta equação vectorial para a componente de velocidade ui, t representa o tempo,
p a pressão, ρ a massa especifica do fluido, gi é a aceleração da gravidade e τij é
a componente ij do tensor extra das tensões, que é dado por uma das equações
constitutivas reológicas a apresentar na seção 6.3.2.

Equação de conservação da energia térmica

A equação de conservação da energia térmica para fluidos de condutibilidade
térmica isotrópica obedecendo à lei de Fourier da condução é dada pela Eq.(6.9)

∂(ρcT )
∂t

+
∂(ρcuiT )

∂xi
=

∂(k ∂T/∂xi)
∂xi

+ τijSij + S , (6.9)

onde k é a condutibilidade térmica, c é o calor espećıfico e T é a temperatura do
fluido. S representa o termo fonte, que inclui qualquer outra parcela da equação
(por exemplo a geração interna de calor devido a uma reação qúımica), sendo que
se extraiu desse termo a interação entre os tensores da tensão (τij) e gradiente de
deformação (Sij), representado pelo segundo termo do membro da direita. Para o
caso de fluidos puramente viscosos, essa interação representa a dissipação viscosa,
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mas no caso de fluidos viscoelásticos pode incluir armazenamento ou cedência
elástica de energia (Bird et al. (2002), Peters e Baaijens (1997), Wapperom
(1995)).

A tensão τij na equação de conservação de quantidade de movimento, Eq.(6.8),
exprime o comportamento do fluido através de uma equação constitutiva reológica
adequada para representar as propriedades reológicas do fluido, no caso vertente
soluções dilúıdas e semi-dilúıdas de poĺımeros ou outros aditivos, que resultam em
fluidos capazes de atingir o regime turbulento no escoamento em estudo. Nem
sempre é fácil identificar tal equação, nem mesmo a totalidade das propriedades
reológicas relevantes numa situação em que o escoamento não é simples, sendo esta
uma das dificuldades da mecânica dos fluidos não newtonianos. Por outro lado,
estaremos aqui limitados a usar modelos constitutivos reológicos sobre os quais
foram desenvolvidos modelos de turbulência, o que acaba por limitar significativa-
mente a escolha, por comparação com a situação em regime laminar.

A equação constitutiva reológica relaciona o campo de tensões num ponto do
espaço e num instante de tempo com a história das deformações e velocidades de
deformação desse fluido. Esta relação pode ser mais ou menos complexa, envol-
vendo ou não quantidades cinemáticas no próprio instante de tempo ou ao longo de
tempos do passado dependendo do tipo de equação adotada. Aqui concentrar-nos-
emos essencialmente em modelos não-integrais, eliminando-se por isso as equações
que realizam uma integração da história da deformação ao longo do tempo.

Nesta breve descrição os modelos adotados são algébricos e do tipo diferencial
e distinguiremos duas grandes famı́lias, a saber: os modelos expĺıcitos e os modelos
impĺıcitos na tensão. Esta distinção é importante não só de um ponto de vista
f́ısico, pois alguns efeitos de elasticidade de fluidos implicam necessariamente um
modelo impĺıcito (como o efeito de memória), mas também nas perspectivas do
desenvolvimento de modelos de turbulência e ainda da metodologia adotada para
a resolução numérica das equações.

No grupo dos modelos expĺıcitos enquadram-se os modelos do tipo newtoniano
generalizado e as expansões em série de potência e seus derivados, como o modelo
Criminale-Eriksen-Filbey (CEF). Por razões exclusivamente numéricas, nos mo-
delos newtonianos generalizados devemos ainda distinguir os modelos com e sem
tensão de cedência.

No grupo dos modelos impĺıcitos surgem os modelos diferenciais quasi-lineares
e não-lineares, onde a relação constitutiva é uma equação às derivadas parciais da
tensão. Estes modelos são atualmente utilizados na grande maioria dos cálculos
com fluidos viscoelásticos, limitando-se os modelos do tipo expansão em série de
potências a situações em que pretendemos avaliar tendências de comportamento.

6.3.2 Modelos inelásticos

Modelo de fluido de Newton

Um fluido newtoniano não apresenta qualquer tipo de memória, é puramente vis-
coso e tem uma viscosidade constante, exceto no que diz respeito ao efeito da tem-
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peratura e pressão. As suas propriedades não têm qualquer tipo de dependência
do tempo ou de estados de deformação anteriores e a tensão desviatória (ou tensor
das extratensões) de um fluido newtoniano obedece à relação linear

τij = 2ηSij + λ′
∂uk

∂xk
δij ou τij = 2ηSij +

(
μ′ − 2

3
η

)
∂uk

∂xk
δij , (6.10)

onde η é o coeficiente de viscosidade constante, e Sij é o tensor velocidade de
deformação15 que se define na Equação (6.11)

Sij =
1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
. (6.11)

Como estes fluidos se apresentam no estado ĺıquido, o vector velocidade é um
solenóide e torna-se irrelevante a quantificação do coeficiente λ′, que está relacio-
nado com a expansão volumétrica (ou dilatação do fluido), reduzindo-se a Equação
(6.10) a

τij = 2ηSij . (6.12)

No entanto, em situações em que haja fenômenos de compressibilidade (mesmo
para fluidos não-newtonianos, ver Joseph, 1990) ou por razões de estabilidade
numérica, é por vezes necessário ou há vantagens em manter o termo de dilatação.
Para que a tensão seja desviatória, λ′=− 2

3η . Como se vê na Eq.(6.10), por vezes
prefere-se utilizar a chamada viscosidade de dilatação ou dilatacional μ′, mas a sua
quantificação é ainda assunto de alguma discussão e controvérsia (ver Schlichting
e Gersten, 1999), sendo no entanto prática corrente a adoção da hipótese de Stokes
(μ′ = 0), para garantir que a tensão seja desviatória. A viscosidade dilatacional
define-se a partir da relação entre pressão termodinâmica (p) e pressão mecânica
(simétrico de σ=−p + μ′∂ui/∂xi com μ′=λ′ + 2

3η), considerando ainda o conceito
de tensão total (ver White, 1991; Schlichting e Gersten, 1999).

Um fluido não newtoniano pode agora definir-se como todo aquele que não
obedece às equações (6.10) ou (6.12).

Modelo do fluido newtoniano generalizado

O modelo não newtoniano mais simples é expĺıcito na tensão e é uma extensão
do modelo newtoniano, com a viscosidade a ser uma função da velocidade de
deformação local do fluido. Por esta razão designa-se este modelo como fluido
newtoniano generalizado (sigla GNF do inglês “Generalized Newtonian Fluid”),
cuja equação constitutiva é

τij = η(γ̇)
(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
− 2

3
∂uk

∂xk
δij

)
, (6.13)

já que se usou novamente a hipótese de Stokes.

15Sij é o tensor velocidade de deformação ou taxa de deformação, Castro et al. (2001).
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A viscosidade viscosimétrica η é função de três invariantes linearmente indepen-
dentes do tensor velocidade de deformação Sij , Equação (6.11), de que o exemplo
mais conhecido é a lei de potência da viscosidade ou modelo de Ostwald-De Waele
da Equação (6.14),

η(γ̇) = Kγ̇n−1 , (6.14)

sendo γ̇ definido a partir no segundo invariante de S, γ̇ ≡
√

2 trS2 (note-se que
IIS ≡ 1

2 [trS2 − (trS)2], trS = 0 (fluido incompresśıvel) e trS2=SijSij). Na
Eq.(6.14), K e n representam os ı́ndices de consistência e de lei de potência,
respectivamente. No modelo newtoniano generalizado são posśıveis outras funções
para η(γ̇) , como o modelo de viscosidade de Carreau-Yasuda

η(γ̇) = η∞ + (η0 − η∞) [1 + (λγ̇)a]
n−1

a , (6.15)

onde η0, η∞, λ e n são parâmetros, ou o modelo de Carreau simplificado da
Equação (6.16)

η(γ̇) = η0[1 + (λγ̇)2]
n−1

2 . (6.16)

Nas Eqs.(6.15) e (6.16), λ representa o inverso da velocidade de deformação que
marca a transição entre as regiões de viscosidade constante e de lei de potência e
que não deve ser confundido com qualquer tempo de relaxação t́ıpico de fluidos
viscoelásticos. O parâmetro a determina a taxa a que a viscosidade do modelo
muda da região de lei de potência para a região de viscosidade constante na vizi-
nhança de γ̇ = 1/λ . O valor mais comum é a= 2, caso em que se recuperam os
modelos de Carreau e Carreau simplificado a partir das equações (6.15) e (6.16),
respectivamente. Para valores mais elevados do parâmetro a a transição entre
essas duas regiões será mais brusca.

Outros modelos freqüentemente utilizados são o modelo de Sisko

η(γ̇) = η0 + Kγ̇n−1 , (6.17)

e o modelo de Cross

η(γ̇) = η∞ +
η0 − η∞
1 + αγ̇n

, (6.18)

entre outros. A Figura 6.9 compara o comportamento destes vários modelos no
que diz respeito à viscosidade viscosimétrica. De notar que só os modelos com
pelo menos 3 parâmetros são capazes de prever o primeiro patamar newtoniano
de viscosidade.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.9: Variação da viscosidade de corte em função da velocidade de de-
formação para alguns modelos de viscosidade t́ıpicos: (a) Lei de potência; (b)
Carreau-Yasuda e de Carreau simplificado; (c) Cross; (d) Sisko.
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Figura 6.10: Distinção entre o comportamento de um fluido com e sem tensão de
cedência.

6.3.3 Modelos para fluidos com tensão de cedência

Para fluidos com tensão de cedência (ver Figura 6.10), o modelo constitutivo
reológico mais simples é o modelo do plástico de Bingham dado pelas equações

τij = η(γ̇)
(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
− 2

3
∂uk

∂xk
δij

)
com η(γ̇) = μ +

τY

γ̇
para τ > τY ,

(6.19)
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
− 2

3
∂uk

∂xk
δij = 0 para τ < τY , (6.20)

onde τ também está relacionado com o segundo invariante do tensor das tensões

que é definido como τ =
√

1
2 tr τ2 =

√
1
2τijτij , porque o tensor τij é desviatório.

Outros modelos para a função viscosidade t́ıpicos de fluidos com tensão de
cedência são o modelo de Herschel-Bulkley, que combina a tensão de cedência e a
lei de potência

η(γ̇) = Kγ̇n−1 +
τY

γ̇
, (6.21)

ou o modelo de Casson, muito utilizado para o sangue e que só possui 2 parâmetros
numéricos

η(γ̇) =
τ

γ̇
com

√
τ =

√
τY +

√
μ∞γ̇ . (6.22)

Também é posśıvel generalizar todos estes modelos com uma única equação, a
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Equação (6.23)

η(γ̇) =
τY

γ̇
+ μ∞ + (μ0 − μ∞)

[
1 + (λγ̇)2

] (n−1)
2 , (6.23)

As equações (6.21) a (6.23) são equações alternativas à Equação (6.19) devendo em
qualquer dos casos considerar-se ainda a Equação (6.20) para completar o modelo.

6.3.4 Modelos viscoelásticos expĺıcitos

Os modelos das Subseções 6.3.2 e 6.3.3 são capazes de prever o comportamento
puramente viscoso dos fluidos não newtonianos com o grau de precisão desejável,
mas são incapazes de prever qualquer caracteŕıstica elástica.

No domı́nio dos modelos viscoelásticos expĺıcitos na tensão, há equações capa-
zes de prever algumas das caracteŕısticas dos escoamentos de fluidos viscoelásticos.
Um desses modelos só deve ser utilizado para o estudo de escoamentos do tipo vis-
cosimétrico estacionários, mas neste caso permite obter resultados precisos (Bird et
al., 1987a). Trata-se do modelo constitutivo de Criminale-Eriksen-Filbey (CEF),
que é escrito indiferentemente nas duas formas a seguir:

τij = 2η(γ̇)Sij + [2Ψ1(γ̇) + 4Ψ2(γ̇)]SikSkj −Ψ1(γ̇)
DSij

Dt
, (6.24)

τij = 2η(γ̇)Sij −Ψ1(γ̇)
∇

Sij +4Ψ2(γ̇)SikSkj , (6.25)

onde D/Dt representa a derivada de Jaumann16 e
∇

Sij indica a derivada convectiva
superior, ambas definidas nas Equações a seguir:

DSij

Dt
≡ ∂Sij

∂t
+ uk

∂Sij

∂xk
+ (ΩikSkj − SikΩkj) , (6.26)

∇
Sij≡ ∂Sij

∂t
+ uk

∂Sij

∂xk
− Sjk

∂ui

∂xk
− Sik

∂uj

∂xk
. (6.27)

O tensor velocidade de distorção ou vorticidade Ωij é definido por

Ωij ≡ 1
2

(
∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi

)
. (6.28)

Outros modelos expĺıcitos na tensão para fluidos viscoelásticos podem ser obti-
dos a partir das Eqs.(6.24) e (6.25) tornando todos os seus coeficientes constan-
tes e independentes de γ̇ (fluido de segunda ordem) e anulando Ψ2 (equação de
Reiner-Rivlin). Estes modelos, que fazem parte da famı́lia dos modelos em série de
potência da velocidade de deformação e suas derivadas convectivas (c.f. Bird et al.
(1987a) para uma descrição mais profunda), são de aplicação limitada a fluidos le-
vemente elásticos, que pouco se desviam do fluido newtoniano e para escoamentos

16Esta e outras derivadas t́ıpicas da Mecânica dos Fluidos não newtoniana são definidos em
vários livros de texto tais como Astarita & Marrucci (1974) e Aris (1962).
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de baixo número de Débora. De fato, a sua aplicação deve limitar-se a escoamen-
tos lentos, aqueles em que os tensores cinemáticos variam muito lentamente, já
que a sua utilização fora destes limites resulta em respostas fisicamente incorretas.
Por isso são sobretudo usados para investigar perturbações e tendências de com-
portamento devidas ao efeito da elasticidade e em relação ao comportamento de
um fluido de Stokes. As principais caracteŕısticas elásticas que estes modelos são
capazes de prever são as primeira e segunda diferenças de tensão normal, e não
são capazes de prever o efeito de memória dos fluidos viscoelásticos.

6.3.5 Modelos viscoelásticos impĺıcitos na tensão

Os modelos viscoelásticos atualmente mais utilizados são do tipo diferencial im-
pĺıcito, e neste grupo a equação mais simples é a do modelo convectivo superior
de Maxwell ou Maxwell contravariante17 (sigla UCM do inglês “Upper Convected
Maxwell”), que é dado pela equação

τij + λ

(
∂τij

∂t
+ uk

∂τij

∂xk

)
= ηp

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
+ λ

(
τjk

∂ui

∂xk
+ τik

∂uj

∂xk

)
, (6.29)

onde λ representa o tempo de relaxação do fluido. O modelo UCM apresenta
uma viscosidade viscosimétrica constante e igual a ηp, uma primeira diferença de
tensões normais (N1) não nula, mas de coeficiente constante (Ψ1=2ηpλ), e uma
segunda diferença de tensões normais (N2) nula.

Embora o modelo de Maxwell contravariante seja simples do ponto de vista
reológico, ele é o modelo numericamente mais problemático devido à sua tendência
para tensões normais ilimitadas quando a taxa de deformação tende para 1/(2λ)
o que invariavelmente origina a divergência dos métodos de cálculo. Isto acontece
porque a viscosidade extensional do modelo de Maxwell contravariante é dada por

ηE = 3ηP
1

(1 + λε̇)(1− 2λε̇)
. (6.30)

O modelo de Maxwell convectivo e outros modelos quasi-lineares e não-lineares,
surgiram pela necessidade de obrigar as equações de estado constitutivas lineares a
serem objetivas, i.e. a terem uma resposta em tensão independente do movimento
dos eixos dos sistemas de coordenadas utilizados. Este desiderato é conseguido
substituindo a simples derivada no tempo dos modelos lineares, que só são válidos
no limite de gradientes de deformação infinitesimalmente pequenos, pelas derivadas
de Oldroyd ou conectivas, Equação (6.27), introduzidas por Oldroyd em 1950.
O exemplo mais conhecido desta substituição resulta exatamente no modelo de
Maxwell contravariante a partir do modelo de Maxwell linear.

Apesar desta transformação, o modelo de Maxwell convectivo e outros modelos
quasi-lineares e não-lineares, comportam-se como o modelo viscoelástico linear de

17Existe também um modelo de Maxwell covariante ou convectivo inferior que prevê carac-
teŕısticas f́ısicas irrelistas, nomeadamente Ψ2 = −Ψ1. Por essa razão esse modelo caiu em desuso
e o termo modelo convectivo refere-se invariavelmente à versão contravariante ou convectiva
superior.
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Maxwell, no que diz respeito às propriedades no escoamento oscilatório de corte
(módulos de conservação G′ e de dissipação G′′) que são dados por

G′ =
ηpλω2

1 + (λω)2
, (6.31)

G′′ =
ηpω

1 + (λω)2
. (6.32)

A Figura 6.11 ilustra o comportamento destas duas quantidades em função da
freqüência de oscilação.

Embora do ponto de vista f́ısico, o modelo de Maxwell contravariante seja
relativamente limitado, dado que prevê alguns comportamentos que não são ob-
servados na maioria dos fluidos, nomeadamente η e Ψ1 constantes, ele prevê bem
o comportamento real de muitos fluidos em termos dos módulos de conservação
e dissipação, sobretudo quando na versão mult́ımodo18 uma vez que este é um
escoamento linear de pequena deformação. Além disso, este modelo tem a virtude
de não ser puramente emṕırico e poder ser deduzido a partir da teoria cinético
molecular mediante a formulação de algumas hipóteses simplificativas19, o que
nem sempre é o caso com equações constitutivas mais complexas. Dadas as suas
propriedades, o modelo de Maxwell contravariante está sobretudo limitado a ser
usado em combinação com outros modelos, como o modelo newtoniano.

O modelo viscoelástico imediatamente mais complexo é o modelo de Oldroyd-B
definido pelas Eqs.(6.33) e (6.34), e que se caracteriza por representar a soma de um
solvente newtoniano de viscosidade ηs com uma molécula polimérica, obedecendo
ao modelo de Maxwell contravariante

τij = ηs

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
+ τijp , (6.33)

τijp + λ

(
∂τijp

∂t
+ uk

∂τijp

∂xk

)
= ηp

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

+ λ

(
τjkp

∂ui

∂xk
+ τikp

∂uj

∂xk

)
.

(6.34)

O modelo de Oldroyd-B, à semelhança do modelo de Maxwell convectivo prevê
N2=0 e uma viscosidade de corte constante η = ηs + ηp, mas também sofre da
singularidade na viscosidade extensional já exibida na Equação (6.30), como se
pode ver também pela Equação (6.36). O coeficiente Ψ1 também é constante e
idêntico ao do modelo de Maxwell convectivo (Ψ1 = 2ηpλ).

Quanto às respostas deste modelo nos ensaios oscilatórios de corte e no esco-
amento extensional, elas só diferem das correspondentes respostas no modelo de
Maxwell convectivo, devido à presença do solvente newtoniano. Assim, G′ não

18Os modelos mult́ımodo são explicados na subseção 6.3.6.
19Ver a propósito Bird et al. (1987b).
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Figura 6.11: Comportamento dos módulos de conservação G′ e de dissipação G′′

do modelo de Maxwell convectivo ηp = 2 Pa.s, λ=1s

vem alterado, mas G′′ e ηE são dados pelas Eqs.(6.35) e (6.36),

G′′ = ηs ω +
ηp ω

1 + (λω)2
, (6.35)

ηE = 3ηs +
3ηp

(1 + λε̇)(1− 2λε̇)
. (6.36)

A Figura 6.12 mostra o comportamento da viscosidade extensional dos fluidos de
Maxwell contravariante e Oldroyd-B.

Do ponto de vista prático, o modelo de Oldroyd-B é adequado a prever o com-
portamento de alguns fluidos nalgumas situações, nomeadamente dos chamados
fluidos de Boger que apresentam uma viscosidade constante, Ψ1 aproximadamente
constante e ainda Ψ2 nulo. Os fluidos de Boger são, regra geral, soluções po-
liméricas dilúıdas em solventes newtonianos de elevada viscosidade, mas também
é posśıvel fabricá-los com solventes de viscosidade moderada desde que estes sejam
solventes pobres (Stokes et al., 2001).

Este é assim um modelo importante no contexto dos escoamentos turbulentos
de fluidos viscoelásticos capazes de se escoarem no regime turbulento. Contudo, os
problemas numéricos que potencia, com origem reológica, levam-no a ser preterido
por modelos constitutivos mais realistas, assentes na teoria cinético molecular dos
poĺımeros.
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Figura 6.12: Viscosidade extensional dos modelos de Maxwell convectivo (UCM)
e de Oldroyd -B: ηp=2 Pa.s, ηs=0.5 Pa.s, λ = 1 s.

A previsão de uma viscosidade variável e de uma variação não-linear das tensões
normais obriga-nos a recorrer a modelos mais complexos, como por exemplo, os
modelos de Phan-Thien-Tanner (PTT), de Giesekus e de White-Metzner, entre
outros, podendo o leitor interessado numa perspectiva mais geral das suas proprie-
dades e comportamentos consultar as obras de Larson (1988), Bird et al. (1987a,b)
e mais recentemente Larson (1999), Tanner (2000) e Huilgol e Phan-Thien (1997).

O modelo de Phan-Thien-Tanner é dado pela Eq.(6.37)

f(τkk)τij + λ

[
∂τij

∂t
+ uk

∂τij

∂xk
− τjk

∂ui

∂xk
− τik

∂uj

∂xk

+ ξ (τjkDik + τikDjk)
]

= η

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
,

(6.37)

e possui dois parâmetros novos (ε e ξ). A função f() é uma função exponencial do
traço do tensor das tensões,

f(τkk) = exp
(

ελ

η
τkk

)
(6.38)

que por vezes pode ser linearizada a partir da respectiva expansão em série de
Taylor,

f(τkk) = 1 +
ελ

η
τkk . (6.39)
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Neste modelo, ε é um parâmetro que limita a viscosidade extensional, a qual é pro-
porcional ao inverso de ε . Quanto ao parâmetro ξ , ele contabiliza o deslizamento
da rede molecular em relação ao meio cont́ınuo. O modelo PTT é mais comumente
utilizado para prever propriedades de poĺımeros fundidos ou de soluções concen-
tradas de poĺımero dada a sua origem (Phan-Thien e Tanner, 1977; Phan-Thien,
1978) na teoria das redes. No entanto, a sua utilização para representar fluidos
não newtonianos que se escoam em regime turbulento é perfeitamente posśıvel,
desde que as respectivas reologias sejam compat́ıveis. Por exemplo, neste con-
texto outros modelos têm sido utilizados como é o caso do modelo de Giesekus
quer para representar soluções aquosas de poĺımero (Housiadas e Beris, 2004) quer
para soluções de agentes tensoativos (Yu e Kawaguchi, 2003).

Quer o modelo PTT, quer o modelo de Giesekus da Equação (6.40),

τij + λ

(
∂τij

∂t
+ uk

∂τij

∂xk
− τjk

∂ui

∂xk
− τik

∂uj

∂xk

)
+

αλ

η
τikτkj

= η

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
,

(6.40)

caracterizam-se por preverem tensões normais transversais (τ22) num escoamento
cisalhante de que resulta uma segunda diferença de tensões normais (N2 = τ22−τ33

) não-nula. A versão simplificada do PTT (SPTT), que é muito usada, obtêm-se
das Eqs.(6.38) e (6.39) fazendo ξ = 0.

O modelo SPTT apresenta τ22 = 0 e N2 = 0 e a Figura 6.13 representa o com-
portamento do fluido PTT, no que diz respeito às tensões de corte (τxy) e normal
(τxx), no escoamento de Couette em regime permanente. Quanto à viscosidade
extensional do modelo SPTT, a Figura 6.15 mostra o efeito do tempo de relaxação
e do parâmetro extensional ε para o caso do modelo linear simplificado. Para
valores de ε ≤ 0.5, a viscosidade extensional varia de 3(ηs + ηp) , a baixas veloci-
dades de deformação normal, para um patamar máximo que se mantém constante
por muito elevado que seja a velocidade de deformação. Quando ε > 0.5 há uma
alteração fundamental na variação de ηE que passa a admitir um valor máximo
para depois diminuir à medida que baixa a velocidade de deformação. Embora não
esteja representada a variação de ηE para o modelo exponencial, neste caso há um
máximo muito mais pronunciado que no modelo linear para elevados valores de ε.
De fato, enquanto que no modelo linear há uma diminuição de ηE que tende para
um valor constante muito superior a 3ηs, no modelo exponencial a reofluidificação
de ηE é muito pronunciada, com ηE → 3ηs à medida que ε̇ →∞.

Ainda relativamente ao modelo PTT com ξ �= 0 há no entanto uma carac-
teŕıstica que o torna menos atrativo: o modelo apresenta um comportamento
não-monotónico da tensão de corte (ver Figura 6.13(a)), sempre que o cociente
ηs/(ηs + ηp) ≤ 1/9 , o que está na origem de instabilidades de origem constitutiva
(Alves et al., 2001; Georgiou e Vlassopoulos, 1998).

Haveria ainda a considerar outros modelos diferenciais como, por exemplo, os
modelos de Gordon-Schowalter, Johnson-Segalman, Bird-DeAguiar, Acierno et al.,
ou os modelos de Oldroyd de 4, 6 e 8 constantes, mas essa descrição teria aqui
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pouco interesse. O leitor interessado é convidado a consultar as obras já referidas
anteriormente.

Com bastante mais interesse para o desenvolvimento de modelos de turbulência
de soluções viscoelásticas dilúıdas é a classe de modelos com base na teoria cinético-
molecular para moléculas isoladas20 (Bird et al., 1987b), como os modelos FENE-
P21 ou o recente modelo pom-pom. Estes apresentam uma ou mais equações
diferenciais na conformação e extensão molecular, que são depois relacionadas
algebricamente com a tensão do fluido. No caso do modelo FENE-P, (Bird et al.,
1987b) a tensão é descrita pelo seguinte conjunto de equações, onde Cij é o tensor
conformação molecular

τij =
ηp

λ
[f(Ckk)Cij − f(L)δij ] + 2ηsSij , (6.41)

com

f(Ckk)Cij + λ

(
∂Cij

∂t
+ uk

∂Cij

∂xk
− Cjk

∂ui

∂xk
− Cik

∂uj

∂xk

)
= δij , (6.42)

f(Ckk) =
L2

L2 − Ckk
e f(L) =

L2

L2 − 3
. (6.43)

Nestas equações, L é um parâmetro relacionado com a extensibilidade máxima da
molécula. No modelo FENE-P só a orientação molecular é dada por uma equação
diferencial sendo a extensão da molécula definida por um parâmetro constante.
Este modelo também exibe um comportamento viscoso reofluidificante em regime
permanente, Ψ2 = 0 e uma viscosidade extensional limitada.

A viscosidade de cisalhamento deste modelo é dada pela Equação (6.44)

η(γ̇) = ηpC22 + ηs , (6.44)

sendo a componente C22 do tensor conformação dada pela expressão

C22 =
4321/6

(
δ2/3 − 22/3

)
6
√

b δ1/3
, (6.45)

com

b =
2 (λγ̇)2

(
L2 − 3

)2

L6
, α = 27b + 4 , β =

√
27b , δ =

√
α + β .

20Aqui as moléculas são modeladas como um “dumbbell”, uma representação simplificada onde
a sua massa está concentrada em duas esferas unidas por uma mola entrópica. A molécula pode
mover-se no solvente em todas as direcções sob a acção de forças de fricção sob as esferas (força
de Stokes), uma força entrópica na mola (linear ou mais frequentemente não-linear) e forças
brownianas. A partir da função de distribuição da orientação das “moléculas” determinam-se as
suas propriedades macroscópicas.

21FENE vem do inglês “Finitely Extensible Non-linear Elastic” e P refere-se à simplificação
introduzida por Peterlin (1966) (ver também Bird et al., 1980) no cálculo do coeficiente não-linear
da mola.
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Figura 6.13: Variação da tensão de corte (esquerda) e tensão normal longitudinal
(direita) com a velocidade de deformação num escoamento de Couette, para um
fluido PTT com função de tensão linear. Linhas verticais representam taxa de
deformação cŕıtica (de Alves et al., 2001).

Figura 6.14: Variação da viscosidade de corte com a taxa de deformação norma-
lizada e o parâmetro de extensibilidade L2 para um fluido FENE-P com ηp= 0.1
Pa.s e ηs= 0.001 Pa.s.
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Figura 6.15: Variação da viscosidade extensional uniaxial do modelo PTT linear
simplificado com ηs = 0.01 Pa.s. Efeito dos parâmetros ε e λ.

A Figura 6.14 apresenta o comportamento reofluidificante do fluido FENE-P que
está representado pela Equação (6.44). A figura mostra que a redução da ex-
tensibilidade máxima da molécula coloca a transição entre o primeiro patamar
newtoniano e a zona reofluidificada em valores menores da taxa de deformação
normalizada.

Quanto à variação da viscosidade extensional, esta apresenta uma forma seme-
lhante à variação da viscosidade extensional no modelo PTT linearizado, repre-
sentada na Figura 6.15, como se pode ver comparando esta figura com as figuras
do caṕıtulo 8 de Bird et al. (2002)22.

6.3.6 Modelos mult́ımodo

Algumas das incapacidades preditivas dos modelos viscoelásticos descritos em 6.3.5
podem resolver-se pela adoção de uma variante mult́ımodo de um determinado
modelo constitutivo, desde que este seja capaz de prever qualitativamente a va-
riação desejada da propriedade. Por exemplo, um modelo mult́ımodo baseado
na equação do modelo PTT será capaz de prever corretamente o comportamento

22O exemplo 8.6-1, nas páginas 255 e seguintes, apresenta as funções materiais mais relevantes
do modelo FENE-P. De notar que Bird et al. apresenta o modelo FENE-P numa formulação
diferente. A formulação aqui utilizada tem vantagens no âmbito da modelação da turbulência,
como será discutido mais adiante neste texto, sendo que uma das principais razões para esta
escolha tenha sido a disponibilidade na literaura de resultados de simulação numérica directa
(DNS), em que o modelo FENE-P foi também formulado da mesma maneira.
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reofluidificante de um fluido real porque o seu modelo de um único modo já é
reofluidificante, havendo somente que determinar todos os coeficientes da série.
Contudo, um modelo mult́ımodo baseado na equação de Maxwell contravariante
não é capaz de prever uma viscosidade variável, pois todos os seus modos prevêem
uma contribuição constante para a viscosidade de corte.

Um modelo mult́ımodo é um somatório de modos τijk de acordo com a equação

τij =
∑

k

τijk , (6.46)

onde a tensão de cada modo τijk obedece a uma determinada equação constitu-
tiva, por exemplo Maxwell convectivo, Oldroyd-B, PTT ou outro. Um modelo
mult́ımodo é assim um somatório de várias equações do mesmo tipo, onde a di-
ferença entre os modos resulta dos diferentes valores numéricos para os diversos
parâmetros, por exemplo λ, η, ε ou ξ a menos de algumas restrições. Por exemplo,
o parâmetro ξ está relacionado com o deslizamento do conjunto das moléculas rela-
tivamente ao meio cont́ınuo e por isso deve tomar sempre o mesmo valor numérico
num modelo mult́ımodo PTT.

6.4 Escoamento turbulento em dutos

6.4.1 Introdução

Em 1959, Dodge e Metzner realizaram um primeiro estudo teórico e experimental
bastante completo relativo ao comportamento do escoamento turbulento de fluidos
não newtonianos em dutos de seção circular. O principal objetivo foi a dedução das
leis de comportamento do escoamento médio para fluidos de viscosidade variável,
mas que não possúıssem qualquer elasticidade, i.e., fluidos puramente viscosos.
Deduziram expressões para o coeficiente de fricção e velocidade média local em
função do número de Reynolds e dos parâmetros da lei de potência da viscosi-
dade. As correlações foram então validadas por resultados experimentais obtidos
com alguns fluidos, mas observaram-se discrepâncias com outros fluidos que foram
justificadas com base na sua viscoelasticidade.

Para os fluidos puramente viscosos, incluindo-se aqui os fluidos newtonianos
como um caso limite, o regime turbulento caracteriza-se pelo forte domı́nio das
forças inerciais, limitando-se as forças viscosas a uma ação local junto às paredes
e à dissipação de energia cinética de turbulência ao ńıvel das microescalas de tur-
bulência, de acordo com a teoria do equiĺıbrio universal de Kolmogorov. O fato
da viscosidade viscosimétrica de alguns fluidos variar não afeta grandemente o es-
coamento médio, exceto na região onde as tensões viscosas predominam. O seu
efeito no resto do duto é pequeno já que os perfis de velocidade longe da parede
são determinados pelas entidades que transportam as tensões de Reynolds, estru-
turas coerentes de grandes dimensões, e não pelas microescalas de Kolmogorov
delimitadas pela viscosidade.

Quanto aos fluidos viscoelásticos, estes apresentavam varias caracteŕısticas
anômalas que se traduziam em uma forte diminuição do coeficiente de atrito,
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comumente designada por redução de arrasto. Profundas alterações nos perfis
de velocidade média e das tensões de Reynolds e energia cinética de turbulência,
também se faziam presentes. Neste caṕıtulo apresentam-se as principais carac-
teŕısticas do escoamento turbulento de fluidos não newtonianos em dutos de seção
circular, devidamente validadas experimentalmente.

Neste caṕıtulo apresentam-se as principais caracteŕısticas do escoamento turbu-
lento de fluidos não newtonianos em dutos de seção circular, devidamente validadas
experimentalmente.

6.4.2 Fluidos viscosos

Desprezando quaisquer efeitos da elasticidade, Dodge e Metzner deduziram em
1959 expressões para os perfis de velocidade nas várias regiões do escoamento e
a relação entre coeficiente de fricção e vazão. A dedução destas relações segue
um racioćınio idêntico ao utilizado para fluidos newtonianos, i.e. consideram-
se desprezáveis os efeitos da turbulência na subcamada viscosa, enquanto que
na camada tampão23 os efeitos da inércia são da mesma ordem de grandeza dos
efeitos dos termos viscosos. Nas zonas inercial e na camada exterior do escoamento,
regiões onde são válidas a lei logaŕıtmica, consideram-se desprezáveis os efeitos da
difusão viscosa no fluido. Estas hipóteses são clássicas e em tudo idênticas às que
se formulam no âmbito dos fluidos newtonianos (por exemplo, c.f. White, 1991).

Admitindo que se ajusta uma lei de potência à viscosidade viscosimétrica, re-
sulta desta análise que na fina região de parede a tensão de corte é praticamente
constante e igual à tensão na parede τw, de que resulta o seguinte perfil de velo-
cidade, semelhante à equação para fluidos newtonianos, desde que se definam os
termos adimensionais u+ e y+ como na Equação (6.48),

u =
(

yn

K

) 1
n

τ
1
n

w =
(

yn

K

) 1
n

(uτ )
2
n ρ

1
n , (6.47)

u+ =
u

u∗
=

ρynuτ
2
n

K
= (y+)

1
n . (6.48)

No exterior da camada inercial, a lei de defeito de velocidade é dada pela Equação
(6.49), onde um é a velocidade no eixo, enquanto que na zona inercial, também
chamada de zona de lei logaŕıtmica, o perfil de velocidade é dado pela relação
(6.50),

um − u

uτ
= −5.66n0.25 log ξ , (6.49)

u+ =
5.66
n0.75

log y+ − 0.566
n1.2

+
3.475
n0.75

[
1.960 + 0.815n− 1.628n log(3 +

1
n

)
]

.

(6.50)

23Do inglês “buffer layer”.
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Para o caso especial de n = 1 esta equação reduz-se a

u+ = 2.466 ln y+ + 5.7 , (6.51)

que é suficientemente próxima da equação utilizada para fluidos newtonianos, cu-
jos coeficientes são 2.5 e 5.5, respectivamente. Esta pequena diferença tem a ver
com a validação experimental dos coeficientes e com a maior precisão e quantidade
de resultados experimentais para fluidos newtonianos. A validação experimental
destas equações para fluidos não newtonianos fez-se com suspensões de argila e
soluções de Carbopol a concentrações onde os efeitos viscoelásticos foram conside-
rados desprezáveis. As medidas foram realizadas com tubos de Pitot, um método
não aconselhável para fluidos com caracteŕısticas elásticas, e os resultados compa-
rados com os de fluidos newtonianos e com as expressões derivadas. Para a gama
0.45 < n < 1.0 os perfis de velocidade média foram idênticos aos de fluidos new-
tonianos quando expressos em coordenadas f́ısicas mas diferentes em coordenadas
de parede.

Para fluidos obedecendo uma lei genérica de viscosidade o racioćınio é em tudo
idêntico exceto que as forças viscosas são consideradas proporcionais à viscosidade
de parede, i.e., a viscosidade do fluido à velocidade de deformação na parede,
designada por ηw. Esta pode ser facilmente determinada a partir do reograma e
do balanço entre o gradiente de pressões e a tensão de corte na parede. Daqui
resulta que na subcamada viscosa é válida a expressão

u+ = y+ , (6.52)

com
u+ =

u

uτ
e y+ =

ρuτy

ηw
. (6.53)

Já relativamente ao perfil de velocidades nas restantes zonas do escoamento te-
remos um comportamento bastante próximo do da lei newtoniana exceto que o
comportamento reofluidificante resulta numa ligeira redução de arrasto com im-
plicações na lei logaritmica de velocidade. A Equação (6.54) apresenta a lei lo-
garitmica em função de n, o expoente da lei de potência, mas onde y+ se define
como na Equação (6.53) (c.f. Pereira e Pinho, 2002),

u+ = 2.457 n0.25 ln y+ − 0.566
n1.2

+
2.475
n0.75

[
1.96 + 0.816 n− 1.628 log10

(
3 +

1
n

)]
.

(6.54)

Relativamente à perda de carga o coeficiente de fricção de Darcy para fluidos
inelásticos obedecendo à lei de potência da viscosidade é dado pela expressão
(6.55), validada com dados dos mesmos fluidos mencionados anteriormente. Nesta
equação n′ = n e o número de Reynolds generalizado é calculado pela Equação
(6.56),√

1
f

=
2.0

(n′)0.75
log[Regen(f)1−n′/2]− 1.204

n′0.75
+ 0.602 n′0.25 0.20

(n′)1.2
, (6.55)
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Figura 6.16: Variação do coeficiente de fricção de Darcy em condutas de seção
circular: (esquerda) em função do número de Reynolds de parede; (direita) em
função do número de Reynolds generalizado.

Regen =
ρDn′V 2−n′

K ′8n′−1
, (6.56)

onde K ′ = K( 3n′+1
4n′ )n′ com K e n o ı́ndice de consistência e o expoente da lei

de potência. Para fluidos que não sigam a lei de potência de Ostwald De Waele,
a Equação (6.55) permanece válida, como indicado por Dodge e Metzner (1959),
com K’ e n′ obtidos numa curva de τw versus 8V

D da seguinte forma: τw = DΔp
4L =

K ′( 8V
D )n′ . Esta relação pode ser obtida por medição das caracteŕısticas viscosas

do fluido num viscośımetro capilar.
A Equação (6.55) não é explicita e em alternativa pode usar-se uma expressão

do tipo equação de Blasius, como aliás se faz também para fluidos newtonianos.
Para números de Reynolds entre 5,000 e 105 essa equação é dada por

f =
α

(Regen)β
. (6.57)

Também aqui podemos rescrever por conveniência a Equação (6.55) utilizando a
viscosidade na parede, resultando a Equação (6.58)

1√
f

= 0.8685 n0.25 ln
(

2n

3n + 1
Rew

√
f

)
+

2.4082
n0.75

(1− n)− 0.2
n1.2

. (6.58)

A vantagem desta formulação é que se vê melhor o efeito da reofluidificação em
provocar somente uma pequena redução de arrasto, como se ilustra na Figura 6.16
onde se compara resultado das duas formulações do coeficiente de fricção. É óbvio
que Rew depende de Regen e de n, e além disso um determinado valor de Regen

corresponde a um valor numérico muito mais elevado de Rew.
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Tabela 6.1: Coeficientes α e β da equação (6.57).

n′ α β n′ α β n′ α β
0.2 0.2592 0.35 0.8 0.3052 0.263 1.4 - 0.232
0.4 0.2840 0.307 1.0 0.3072 0.25 1.6 - 0.225
0.6 0.2960 0.28 1.2 - 0.24 2.0 0.3308 0.215

6.4.3 Fluidos viscoelásticos

Para as soluções não-newtonianas viscoelásticas observa-se uma forte redução da
perda de carga, que se designa por redução do arrasto. A elasticidade dos fluidos
manifesta-se de diferentes formas, mas não discutiremos neste caṕıtulo as teorias
relacionadas com o fenômeno. Convém no entanto recordar que a redução do ar-
rasto não está associada à elasticidade em geral, mas a determinadas propriedades
espećıficas. De fato, com a descoberta que determinados fluido elásticos, como o
Carbopol, não mostravam redução do arrasto, ficou clara esta particularidade.

A evidência experimental recolhida nos anos 70 em experiências em dutos e
canais e em escoamentos com forte cariz elongacional com fluidos não newtoni-
anos muito dilúıdos, levaram à formulação de várias teorias para a redução do
arrasto, da qual se salientam as apresentadas por Lumley (1977) e Hinch (1977).
Entretanto, essas teorias foram sendo melhoradas e o desenvolvimento dos meios
de cálculo automático, nomeadamente os meios relacionados com as técnicas de
simulação numérica direta (DNS) têm permitido avanços significativos na esteira
dessas primeiras teorias.

O campo de deformações imposto pela turbulência não apresenta uma ele-
vada correlação entre os termos de deformação rotacional e normal, pelo que as
moléculas podem estar orientadas durante muito tempo a esforços de tração. As
moléculas, especialmente as de estrutura mais simples, podem ser muito defor-
madas e apresentam uma elevada resistência à deformação elongacional, quando
sujeitas a elevadas taxas de deformação normal o que se traduz por elevadas vis-
cosidade elongacionais.

Ora, os esforços normais a que ficam sujeitas as moléculas deformam-nas e à
medida que estas aumentam de comprimento a sua resistência à deformação, i.e.,
a sua viscosidade elongacional, aumenta. O aumento da viscosidade elongacional
pode ser muito intenso, podendo assim exceder entre cem a mil vezes o valor de
equiĺıbrio, conduzindo ao aumento das forças resistentes e interferindo drastica-
mente na estrutura de produção/dissipação de turbulência.

Este é o mecanismo a que nos referimos quando mencionamos a elasticidade
como causadora da redução do arrasto. Não está ainda provado cabalmente que
este seja o mecanismo, mas as provas indiretas que relacionam a redução do arrasto
com a viscosidade extensional vão-se acumulando.

As inúmeras investigações do passado vieram mostrar, que rapidamente se
atingiam valores máximos de redução do arrasto que só dependiam do número de
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Figura 6.17: Gráfico do fator de fricção de Fanning para a assimptota de máxima
redução do arrasto. Os dados experimentais são de diversas fontes (Toms, Castro,
Giles, Hoyt, Little, Pruitt, Preston, Baher e Virk).

Reynolds, Figura 6.17. A partir de dados experimentais das mais variadas pro-
veniências, Virk et al. (1967, 1970) derivaram envolventes emṕıricas da redução
do arrasto máxima para a pressão e velocidade e formularam o modelo das três
zonas de velocidade. Este modelo, de base emṕırica, tenta dar alguma luz sobre o
fenômeno, apresentando a redução do arrasto em função dos perfis de velocidade
em coordenadas de parede. O modelo das três zonas de velocidade compreende
uma subcamada viscosa (inalterável relativamente à camada observada com flui-
dos newtonianos), uma camada intermédia chamada elástica, onde ocorrem os
mecanismos mais importantes que dão origem à redução do arrasto e um núcleo
turbulento semelhante ao observado em fluidos newtonianos, mas desviado pa-
ralelamente à curva newtoniana, i.e., iniciando-se para valores de y+ superiores
aos observados com fluidos newtonianos mas com o mesmo declive. Esta carac-
teŕıstica da camada logaŕıtmica turbulenta indica que nessa região a interação
entre escoamento médio e turbulento (produção de turbulência) permanece inal-
terável. Para condições de redução de arrasto muito elevado e máximo a camada
elástica extende-se até ao eixo da conduta, substituindo completamente o núcleo
turbulento, e esta zona já se caracteriza por um declive diferente para a lei lo-
gaŕıtmica, i.e., a relação entre escoamento médio e turbulento já não é semelhante
à que ocorre para fluidos newtonianos, Figura 6.18.

A Figura 6.17 representa as três leis de coeficiente de fricção em função do
número de Reynolds, a saber: a lei de Prandtl-Kármán para fluidos newtonianos,
a lei de Poiseuille do escoamento laminar, prolongada para números de Reynolds
superiores aos de transição e a assimptota de redução de arrasto máxima dada
pelas equações (6.59) e (6.60), também conhecida por assimptota de Virk

1√
f

= 9.5 log
(
Rew

√
f
)
− 19.06 , (6.59)
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Figura 6.18: Modelo das três zonas para o escoamento médio durante a redução
do arrasto proposto por Virk et al. (1970).

1√
fF

= 19.0 log
(
Rew

√
fF

)
− 32.4 , (6.60)

em que f e fF são os coeficientes de Darcy e Fanning, respectivamente. De notar
que nestas duas equações se usa o número de Reynolds baseado na viscosidade à
velocidade de deformação na parede. Uma relação alternativa que é expĺıcita, é
como a equação de Blasius para o coeficiente de fricção de Darcy, é a equação

f = 0.8 Re−0.48
w . (6.61)

Nesta situação de redução de arrasto máxima, a correspondente lei de velocidade
em coordenadas de parede, também conhecida por assimptota de Virk, é dada por

u+ = 11.7 ln y+ − 17.0 . (6.62)

A Figura 6.18 apresenta claramente o modelo das três zonas proposto por Virk
et al.. A alteração da relação entre escoamento médio e turbulento é equivalente
na camada elástica à utilização de um modelo de turbulência de comprimento
de mistura de Prandtl, com uma constante de comprimento de mistura de 0.085,
i.e., quase uma ordem de grandeza inferior à constante de Von Kárman para flui-
dos newtonianos de 0.4, o que ilustra bem a diminuição no transporte radial de
quantidade de movimento que lhe está associado.

As Figuras 6.19 e 6.20 mostram a variação do coeficiente de fricção com o
número de Reynolds para soluções aquosas de CMC (celulose de carboxi-met́ılico)
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Figura 6.19: Variação do fator de fricção em condutas em função do número de
Reynolds. De Pinho e Whitelaw (1990).

obtido por um dos autores e os respectivos perfis de velocidade média em coorde-
nadas de parede. Estas curvas ilustram a teoria apresentada acima.

Relativamente às caracteŕısticas turbulentas do escoamento, a Figura 6.21 mos-
tra as correspondentes componentes da velocidade turbulenta em coordenadas de
parede para um número de Reynolds da ordem de 17000. Os dados dizem res-
peito a escoamento em um duto de seção circular. O comportamento é diferente
consoante a componente de velocidade. Para a componente axial observa-se um
aumento do valor máximo de u′/uτ com o aumento da redução de arrasto, que está
associado a valores de rms pouco diferentes dos newtonianos mas a uma redução da
velocidade de fricção, enquanto que para a componente tangencial e em particular
para a componente radial, o aumento da redução de arrasto conduz a uma redução
de w′/uτ e v′/uτ . Isto é compat́ıvel com uma redução na tensão de Reynolds de
corte, o que caracteriza claramente os escoamentos com redução de arrasto. Esta
componente de corte não foi medida, mas existem dados experimentais obtidos
num escoamento entre placas paralelas que evidenciam bem este déficit na tensão
de Reynolds (Luchik e Tiederman (1988) entre outros). Note-se que para valores
muito elevados da redução do arrasto,verifica-se que até a componente axial u′/uτ

diminui.
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Figura 6.20: Perfis de velocidade média em coordenadas de parede para Re da
ordem de 17000. De Pinho e Whitelaw (1990).

6.4.4 Efeitos de escala

Quando a redução do arrasto é inferior ao valor assimptótico, o coeficiente de
fricção exibe uma dependência do número de Reynolds e sobretudo do diâmetro da
conduta. Este efeito dificulta a tarefa do engenheiro que pretende calcular a perda
de carga num escoamento porque implica o desconhecimento das reais condições do
escoamento. Felizmente, desenvolveram-se algumas metodologias para a previsão
do efeito de escala que são moderadamente eficientes, desde que a diferença de
ordem de grandeza dos diâmetros em jogo não seja excessivamente grande.

Na Seção 6.4.3 viu-se (c.f. Figura 6.17) que a redução do arrasto é acompa-
nhada por um desvio da lei de parede da camada inercial, que podemos descrever
como sendo do tipo

u+ = 2.5 ln y+ + 5.0 + ΔB , (6.63)

onde ΔB pode variar entre 0 e 30. Na situação de redução de arrasto máxima esta
zona inercial encontrar-se-á muito desviada da lei newtoniana e a sua aplicabilidade
estará praticamente limitada à região do eixo central da conduta, já que será a
assimptota de Virk que perdurará em quase toda a conduta. Recentemente Hoyt
e Sellin (1993) apresentaram um método que permite quantificar o valor de ΔB a
partir de medições obtidas com o mesmo fluido em condutas de pequeno diâmetro.
Esta solução não é milagrosa, já que pressupõe o conhecimento do comportamento
do fluido em pelo menos uma situação, i.e., que tenham sido efetuadas medições
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(a) (b)

(c)

Figura 6.21: Perfis das velocidades turbulentas normalizadas em coordenadas de
parede para Re da ordem de 17000: (a) componente axial; (b) componente tan-
gencial; (c) componente radial. De Pinho e Whitelaw (1990).
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de perda de carga numa conduta para vários números de Reynolds. Não se trata
de uma equação geral, em que a partir do número de Reynolds e de parâmetros
reológicos, se faz o cálculo da perda de carga, sem qualquer outro tipo de “input”.

Segundo Hoyt e Sellin (1993), conhecido o coeficiente de fricção (f1) numa
conduta de diâmetro D1 e numa gama de números de Reynolds Re1, é posśıvel
determinar a curva correspondente ao mesmo fluido numa conduta de diâmetro
D2 por recurso à seguinte relação, inspirada na equação de Colebrook-White

1√
f

= 2.0 log
(

Re
√

f

2.51
+ N

)
, (6.64)

onde N é uma rugosidade negativa, semelhante ao termo (ε/D)/3.7 da equação de
Colebrook-White, que quantifica o efeito de redução do arrasto dos aditivos não-
newtonianos. Utilizando um par de valores Re1 e f1 , calcula-se o argumento da
Equação (6.64) (termo entre parêntesis retos). Esta quantidade é então multipli-
cada pela razão de diâmetros D2/D1 e o novo argumento é substitúıdo na Equação
(6.64) para se calcular o novo valor de f2. O número de Reynolds correspondente
ao f2 na conduta D2 é calculado por intermédio da Equação (6.65)

Re2 = Re1
D2

D1

√
f1

f2
. (6.65)

Com esta metodologia e as duas equações anteriores, converte-se uma curva ex-
perimental obtida em laboratório numa conduta de pequeno diâmetro para uma
nova curva de comportamento numa conduta de diâmetro superior ou inferior. A
única recomendação de Hoyt e Sellin diz respeito à limitação de que D1 não deve
ser inferior a 5 mm e preferencialmente deverá ser superior a 13 mm para que
o escalamento seja bom. Esta limitação prende-se com a excessiva percentagem
de área da seção da conduta que será ocupada pela subcamada viscosa quando o
diâmetro é muito pequeno, e por conseqüência a camada inercial, em que se apoia
este método, será pouco importante, perdendo a metodologia apresentada a sua
precisão e generalidade.

6.5 Filosofias de modelagem da turbulência

Na Seção 6.3 apresentaram-se as equações de governo e em particular a equação
de conservação de quantidade de movimento e diversas equações constitutivas
reológicas. Em escoamento turbulento de fluidos viscoelásticos, e à semelhança
do que acontece na mecânica dos fluidos newtonianos, essas equações são exatas
se consideradas instantâneas. Assim, mesmo que em termos médios o escoamento
apresente caracteŕısticas independentes do tempo, as várias quantidades f́ısicas são
de fato dependentes do tempo, para além de variarem no espaço f́ısico.

A solução dessas equações pode agora obter-se de duas formas distintas: ou se
resolvem as equações na foram exata, naquilo que se convenciona chamar simulação
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numérica direta, ou utilizam-se equações médias que resultam da aplicação de ade-
quadas médias no tempo a todas as parcelas, o que se chama de método RANS24.
Uma filosofia intermédia, conhecida por LES25, é hoje em dia objeto de intensa
investigação para fluidos newtonianos, mas no seu âmago e pelas suas limitações e
dificuldades é hoje cada vez mais claro que o LES está mais próximo da metodo-
logia RANS que da metodologia DNS. Enquanto que o DNS resolve as equações
exatas sem necessidade de recorrer a qualquer tipo de modelação, as metodologias
RANS e LES alisam determinadas quantidades turbulentas, que passam por isso
a necessitar de modelação. A vantagem desta técnica é que os recursos compu-
tacionais diminuem consideravelmente, e torna-se posśıvel resolver escoamentos
complexos de relevância industrial, enquanto que no caso do DNS as necessidades
computacionais são ainda proibitivas para que o método possa ser diretamente
aplicado a este tipo de casos. Contudo, o DNS encontra a sua verdadeira vocação
na investigação e desenvolvimento de fechos adequados aos termos alisados obtidos
em LES e RANS. Se recordarmos a forma das equações constitutivas reológicas da
Seção 6.3, vemos então que para fluidos viscoelásticos o custo da simulação DNS
se torna ainda mais proibitivo. De fato, enquanto que as simulações DNS para
fluidos newtonianos tiveram o seu ińıcio há mais de vinte anos, para escoamentos
de fluidos viscoelásticos as simulações verdadeiramente consistentes só aparecem
há 10 anos, como ficou já documentado na descrição da Seção 6.1.

As equações médias de quantidade de movimento necessárias para o método
RANS com fluidos não newtonianos apresentam também as tensões de Reynolds,
que necessitam de ser adequadamente modeladas como no caso dos fluidos new-
tonianos. Apresentam ainda uma tensão extra que vai aparecer na forma de uma
tensão média. O cálculo desta tensão média depende da equação constitutiva
reológica adotada que é uma equação não-linear. Por isso, no contexto dos fluidos
não newtonianos será também necessário apresentar fechos para a tensão média
extra que será tanto mais complexo quanto mais complexas forem as equação de
partida, i.e., a equação constitutiva reológica adotada. Finalmente, é ainda ne-
cessário não esquecer que as equações de transporte das tensões de Reynolds e da
dissipação de energia cinética de turbulência, que estão na base dos métodos usados
para a modelação das tensões de Reynolds, virão também alteradas em relação às
suas versões newtonianas, devido à utilização de um modelo constitutivo reológico
diferente. Os modelos constitutivos reológicos verdadeiramente viscoelásticos até
á data investigados por DNS foram os modelos de Maxwel convectivo (UCM),
Giesekus e sobretudo o FENE-P.

No contexto dos modelos de turbulência do tipo RANS já desenvolvidos para
fluidos de caracteŕısticas não newtonianas, têm sido sobretudo adotadas equações
constitutivas do tipo modelo newtoniano generalizado devido à sua maior simpli-
cidade. Se é verdade que numa perspectiva de escoamento em regime laminar
este tipo de modelos é muito restritivo, não permitindo por exemplo considerar
efeitos de memória com fluidos viscoelásticos, num contexto de escoamentos em

24RANS tem origem na designação inglesa “Reynolds average Navier-Stokes”.
25LES tem origem na designação inglesa “Large eddy simulation” e traduz-se como “Simulação

das grandes escalas”.
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regime turbulento eles apresentam como grande vantagem um menor número de
termos a necessitar de modelagem, para além do fato desses termos apresenta-
rem uma forma matemática e f́ısica mais semelhante à dos termos equivalentes
existentes para fluidos newtonianos e sobre os quais a comunidade cient́ıfica mais
se tem debruçado. É sobre esta famı́lia de modelos de turbulência, que consti-
tuem atualmente o único conjunto dispońıvel para utilização corrente, que nos
concentraremos na Seção 6.6. De notar que estes modelos são aplicáveis não só a
escoamentos de fluidos puramente viscosos mas também de fluidos viscoelásticos,
uma vez que a equação constitutiva reológica, do tipo modelo newtoniano gene-
ralizado, foi modificado para incluir o efeito das propriedades reológicas elásticas
consideradas relevantes em regime turbulento. No entanto, uma vez que este tipo
de equações constitutivas não apresentam efeitos de memória estamos de fato pe-
rante uma equação constitutiva pseudo-elástica.

As falhas deste tipo de modelos constitutivos reológicos na previsão do escoa-
mento de fluidos elásticos, quer em regime laminar quer em regime turbulento, tem
motivado inúmeros trabalhos de investigação fundamental ao ńıvel do DNS com
modelos reológicos mais adequados ao tratamento dos fluidos elásticos. Por esta
razão começaram também a ser desenvolvidos esforços de I&D no sentido de de-
senvolver os primeiros modelos de turbulência assentes em equações constitutivas
diferenciais viscoelásticas. É o assunto que trataremos na Seção 6.9 embora com
alguma limitação dado não existirem ainda modelos operacionais deste tipo. Como
veremos isso resulta da maior complexidade da equação constitutiva reológica a
qual coloca maiores necessidades ao ńıvel do esforço de modelação.

Em suma, estamos perante duas metodologias diferentes: ou partimos de uma
equação constitutiva reológica mais realista, mais correta em regime laminar, mas
que origina um maior número de termos novos flutuantes a necessitar de fechos
adequados e dif́ıceis para lidar com escoamentos turbulentos, ou então adotamos
uma equação mais simples, e menos capaz de boas previsões em regime laminar,
mas que no contexto dos escoamentos turbulentos origina o aparecimento de um
menor número de termos a fechar, os quais para além disso são mais semelhantes
aos existentes para fluidos newtonianos e relativemente aos quais há muito saber
adquirido. No tratamento que se segue começaremos exatamente por considerar
primeiro este segundo caso.

6.6 Fechamento de turbulência para modelo reo-
lógico de tensão pseudo-elástica

6.6.1 Introdução

Como explicado na seção anterior, os fechos de turbulência apresentados nesta
seção baseiam-se numa equação constitutiva reológica do tipo fluido newtoniano
generalizado que é modificado por forma a incluir efeitos da elasticidade, não com
o objetivo de prever escoamentos em regime laminar, mas em regime turbulento.
Os modelos de turbulência desta seção baseiam-se nos desenvolvimentos recentes
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de Pinho (2003), Cruz e Pinho (2003), Cruz et al. (2004), Mendes et al. (2005) e
Resende et al. (2006). Estes modelos podem simplificar-se em modelos anteriores
existentes na literatura para fluidos puramente viscosos de Malin (1997) e Cruz et
al. (2000) quando se eliminam os efeitos da razão de Trouton.

Esta seção está estruturada da seguinte forma: começaremos por apresentar
as equações de governo, explicando o modelo constitutivo adotado e identificando
os novos termos que necessitam de ser modelados. Depois os fechos desenvolvidos
para esses termos são apresentados, o modelo é calibrado por comparação com
resultados experimentais numa conduta de secção circular com um único fluido
viscoelástico e aplicado então num estudo paramétrico e posterior comparação das
previsões com informações experimentais da literatura da especialidade.

No que se segue, as quantidades médias no tempo estão representadas em
maiúsculas ou com uma barra superior, enquanto que as flutuações estão represen-
tadas por letras minúsculas ou com uma apóstrofe. Valores instantâneos utilizam
um acento circunflexo.

6.6.2 Equação constitutiva

A propriedade reológica mais importante das soluções poliméricas é a viscosidade
viscosimétrica como discutido na seção 6.2. Uma vez que as soluções poliméricas
apresentam normalmente um comportamento reofluidificante, um modelo reológico
do tipo newtoniano generalizado é adequado para descrever esta propriedade de
forma precisa. Este modelo será daqui para a frente designado pela sigla GNF26.
Não vamos aqui entrar na controvérsia de qual a propriedade reológica relevante, já
discutida anteriormente nas seções 6.1 e 6.4. Uma discussão sobre esta questão está
elaborada em Oliveira and Pinho (1999) e a relevância da viscosidade extensional
está relativamente bem documentada em simulações DNS (Dimitropoulos et al.,
1998, 2001; De Angelis et al., 2002).

Experimentalmente, Escudier et al. (1999) foram provavelmente os primeiros
a medir detalhadamente a redução do arrasto de soluções poliméricas, em termos
de perfis de velocidade e factor de fricção, para as quais apresentaram dados ex-
perimentais da viscosidade extensional medida no reómetro de jactos opostos. As
suas medições da viscosidade viscosimétrica para várias soluções poliméricas mos-
traram que os fluidos utilizados são reofluidificantes e confirmaram que a razão
de Trouton é reoespesssante, o que é considerado uma das principais causas da
redução de arrasto.

A equação constitutiva reológica aqui adotada é simples: o modelo GNF mo-
dificado para imitar o reoespessamente da razão de Trouton. Esse foi o modelo
já utilizado por Oliveira e Pinho (1999), mas com a introdução de pequenas mo-
dificações. A viscosidade extensional é introduzida no modelo GNF tornando-o
uma função da velocidade de deformação normal ε̇ como explicado em detalhe em
Oliveira e Pinho (1999). O modelo GNF, com dependência nas velocidades de

26GNF vem do inglês “Generalised Newtonian Fluid”.
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deformação de corte γ̇ e normal ε̇, escreve-se como

τij = 2μSij , (6.66)

onde μ é a função viscosidade e Sij é o tensor velocidade de deformação já definido
na Equação (6.11). A função de viscosidade aqui utilizada é

μ = μ(γ̇, ε̇) , (6.67)

que depende de γ̇ e ε̇ , os quais estão relacionados com os invariantes de Sij da
seguinte forma:

γ̇ =
√
−4IIs =

√
2SijSij , (6.68)

ε̇ =
6 detS

trS2
=

2 trS3

trS2
=

2(SikSkj)Sij

SijSij
. (6.69)

Uma forma algébrica da função de viscosidade (6.67) pode ser um equação do tipo
Bird-Carreau

μ = μ0

[
1 + (λsγ̇)2

]n−1
2

[
1 + (λeε̇)2

] p−1
2 , (6.70)

mas, para simplificar a derivação do modelo de turbulência, uma lei de potência é
utilizada em alternativa. Assim, a equação adotada para a viscosidade é

μ = Kν

[
(γ̇)2

]n−1
2 Ke

[
(ε̇)2

] p−1
2 . (6.71)

Há algumas limitações nos vários parâmetros que serão analisados adiante. O
modelo é produto de um termo que depende da velocidade de deformação de corte
por outro termo que depende da velocidade de deformação normal. Os dois termos
não precisam de ser dimensionalmente idênticos, mas o seu produto tem de resultar
numa viscosidade, obedecer a limites de comportamento e ser capaz de ser utilizado
para representar dados de medições experimentais. Os parâmetros apresentam o
seguinte significado (para detalhes ver Cruz e Pinho, 2003): Kv e n são os ı́ndices
de consistência e de potência da lei da viscosidade viscosimétrica enquanto que
Ke e p traduzem o mesmo efeito para a razão de Trouton. São assim parâmetros
conhecidos para cada fluido, que só dependem de medições da sua reologia. Inclui
a reofluidificação da viscosidade viscosimétrica em função de γ̇ (n < 1, p = 1) e
o reoespessamento da razão de Trouton em função de ε̇ (n = 1, p > 1) como se
esboça na Figura 6.22.

Para esta equação constitutiva é agora necessário deduzir as corresponden-
tes equações médias de conservação para escoamento turbulento, tendo em con-
sideração que há flutuações da viscosidade devido à não-linearidade da sua de-
pendência da cinemática. As expressões que se seguem são gerais, i.e., não depen-
dem da forma espećıfica adotada para a função de viscosidade μ. Mais adiante,
quando se desenvolverem fechos para termos espećıficos, será então necessário ado-
tar uma forma particular para μ e, como mencionado, adotaremos nessa altura a
Equação (6.71).
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Figura 6.22: Representação esquemática dos efeitos de n e p na variação da vis-
cosidade com as velocidades de deformação de corte e normal em coordenadas
log-log.

6.6.3 Equações de transporte

Equação de conservação de quantidade de movimento linear

A equação de Cauchy instantânea escrita em notação indicial é

ρ
DÛi

Dt
= − ∂p̂

∂xi
+

∂τ̂ik

∂xk
, (6.72)

onde τik é o tensor desviatório das tensões e D/Dt representa a derivada material
D/Dt ≡ (∂/∂t) + Uk∂/∂xk. Aplicando a decomposição de Reynolds e fazendo
a média no tempo, após substituição da equação constitutiva, resulta a seguinte
equação geral

ρ
∂Ui

∂t
+ ρUk

∂Ui

∂xk
= − ∂p

∂xi
+

∂(2μSik + 2μ′sik − ρuiuk)
∂xk

. (6.73)

A Equação (6.73) é a equação de conservação de quantidade de movimento para
fluidos GNF apresentando um termo extra em relação à equação para fluidos
newtoniansos

(
2μ′sik

)
e um termo modificado relacionado com a viscosidade mo-

lecular média μ, que inclui efeitos de turbulência.
A dedução de expressões adequadas para estes dois termos será levada a cabo

mais adiante. Relativamente à tensão de Reynolds, esta também terá de ser cal-
culada por um fecho adequado inspirado na modelação newtoniana e que depende
da sua equação de transporte. Contudo, a equação de transporte da tensão de
Reynolds também vem afetada pela equação constitutiva adotada.
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Equações de transporte da tensão de Reynolds e da energia cinética de
turbulência

A dedução desta equação segue as recomendações de Hinze (1975) e apresenta-
se detalhadamente no Apêndice de Pinho (2003). O resultado final é a Equação
(6.74) que apresenta uma série de novos termos relativamente ao seu equivalente
newtoniano. Os termos que são novos são os que envolvem flutuações de viscosi-
dade (as flutuações denotam-se por apóstrofes), e há também termos modificados
pela presença da viscosidade média, a qual depende da turbulência, como já foi
mencionado,

ρ
Duiuj

Dt
+ ρujuk

∂Ui

∂xk
+ ρuiuk

∂Uj

∂xk
= −ρ

∂

∂xk
uiujuk −

(
∂

∂xi
p′uj +

∂

∂xj
p′ui

)

+ p′
(

∂uj

∂xi
+

∂uj

∂xi

)
+ μ

∂2uiuj

∂xk∂xk
− 2μ

∂ui

∂xk

∂uj

∂xk
+

∂μ

∂xk

∂uiuj

∂xk

+
∂μ

∂xk

(
∂ukuj
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− 2uksij
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∂2uiuj

∂xk∂xk
− 2μ′
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∂uj
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+

∂μ′

∂xk

∂uiuj

∂xk
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∂μ′
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uj

∂uk

∂xi
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∂uk
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(
∂Ui
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)
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(
∂Uj

∂xk
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∂Uk
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(6.74)

A equação de transporte da energia cinética de turbulência pode obter-se a partir
da Equação (6.74) por contração de ı́ndices e divisão por 2 (para ter em consi-
deração a definição de κ, κ ≡ uiui/2. Dáı resulta a seguinte expressão:

ρ
Dκ

Dt
= −ρuiukSik − ∂uip′

∂xi
+

∂

∂xk

[
2 μ( uisik ) + 2μ′uiSik + 2μ′uisik − k′uk

]
− 2 μ( siksik )− 2μ′siksik − 2μ′sikSik .

(6.75)

Novamente, identificam-se termos idênticos, novos termos e termos modificados
por comparação com a equação correspondente para fluidos newtonianos.

A taxa de dissipação de energia cinética de turbulência

Para fluidos newtonianos, a taxa média de dissipação espećıfica (ε) de energia
cinética de turbulência (κ) é definida por

ρεn ≡ 2μs2
ij , (6.76)

onde o ı́ndice inferior n foi utilizado para o distinguir da taxa de dissipação de κ
para fluidos GNF. A Equação (6.76) é a média no tempo da taxa de dissipação
instantânea que se define como

ρε̂n ≡ 2μs2
ij . (6.77)
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Por analogia, pode-se definir uma taxa de dissipação instantânea para fluidos não
newtonianos obedecendo ao modelo GNF, que depende da viscosidade instantânea:

ρε̂ ≡ 2μ̂s2
ij . (6.78)

Fazendo a média da Equação (6.78), obtêm-se a definição da taxa média de dis-
sipação de κ para um fluido GNF

ρε = 2μ̂s2
ij = 2(μ + μ′)s2

ij = 2μs2
ij + 2μ′s2

ij . (6.79)

De notar que estas definições de taxas de dissipação instantânea e média são
idênticas às utilizadas por Politis (1989) na sua derivação de um modelo κ − ε
para fluidos puramente viscosos com comportamento reofluidificante.

Equação de transporte da dissipação de energia cinética de turbulência

Esta equação de transporte, a Equação (6.80) foi também deduzida em Pinho
(2003) e apresenta-se como

ρ
∂ε
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+ ρUk
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∂xm

∂ui

∂xm
+ Uk

∂(μ + μ′)
∂xk

∂ui

∂xm

∂ui
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(6.80)

Na Equação (6.80) utilizam-se as seguintes definições de taxa de dissipação média
e instantânea, ρε ≡ (μ + μ′) ∂ui

∂xm

∂ui

∂xm
e ρε̂ ≡ (μ + μ′) ∂ui

∂xm

∂ui

∂xm
, respectivamente.
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Estas duas definições de taxa de dissipação são equivalentes às das equações (6.78)
e (6.79) somente em condições de turbulência homogênea. Por conveniência, na
Equação (6.80) utiliza-se também o conceito de viscosidade cinemática (ν = μ/ρ).

Para concluir, é agora necessário providenciar fechos para os termos novos e
modificados das equações de transporte anteriores. Começaremos exatamente pela
segunda parte, i.e., por apresentar um modelo para a viscosidade molecular média
que aparece em vários dos termos modificados. No entanto, antes de prosseguir
temos de ver que temos à nossa disposição a possibilidade de desenvolver fechos de
primeira ou segunda ordem. No que se segue apresenta-se um modelo de primeira
ordem, mas já numa versão não-linear capaz de prever a anisotropia das tensões
de Reynolds normais. Esse modelo pode ser reduzido a uma versão mais simples,
como veremos, eliminando os termos de ordem superior no fecho das tensões de
Reynolds. Quanto a fechos de segunda ordem, no momento da redação deste texto
um modelo das tensões de Reynolds está basicamente conclúıdo, mas não tendo
ainda passado nem pelo crivo de alguns testes mais exigentes nem pelo processo
de peer review, decidimos não inclúı-lo aqui.

6.6.4 Fechamento para a viscosidade molecular média

Em escoamento turbulento a viscosidade molecular de um fluido GNF que apre-
senta uma viscosidade variável depende das flutuações das taxas de deformação
de corte e extensional (ou normal), sendo esta a principal diferença relativamente
ao comportamento de um fluido newtoniano. Assim, é necessário relacionar esta
viscosidade molecular média e outras quantidades turbulentas e do escoamento
médio de forma a assegurar um conjunto fechado de equações. É para se chegar
a esta relação que agora teremos de adotar a forma da lei de potência para a lei
da viscosidade, i.e., o desenvolvimento de um modelo para a viscosidade média
já não é absolutamente geral e depende da expressão adotada para a viscosidade,
Equação (6.71). O modelo para a viscosidade molecular média aqui apresentado
foi desenvolvido por Pinho (2003).

Em termos de valores instantâneos, a viscosidade é dada por

μ̂ = Kν

[
ˆ̇
γ2

]n−1
2

Ke

[
ˆ̇
ε2

] p−1
2

, (6.81)

onde ˆ̇γ e ˆ̇ε representam valores instantâneos das quantidades nas Eqs.(6.68) e
(6.69). O valor máximo de ˆ̇ε foi estimado por Oliveira e Pinho (1999) em

ˆ̇εmax =

√
2
3
ŜijŜij . (6.82)

Para escoamentos turbulentos de elevado número de Reynolds, Tennekes e Lumley
(1972) mostraram que ŜijŜij = sijsij , pelo que Oliveira e Pinho (1999) conclúıram
que

ˆ̇εmax =

√
2
3
sijsij . (6.83)
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Como os valores t́ıpicos de ˆ̇ε são inferiores, assuma-se que em regra geral

ˆ̇ε =
√

sijsij

Aε
, (6.84)

onde o valor de Aε deve ser superior a
√

3/2. Substituindo estas definições na
expressão a viscosidade e após simplificação, obtém-se

μ̂ =
(

KνKe

Ap−1
ε

)
2

n−1
2

[
s2

ij

]n+p−2
2 . (6.85)

Esta expressão pode agora ser usada para calcular a taxa de dissipação instantãnea

ρε̂ = 2
n+1

2

(
KνKe

Ap−1
ε

) [
s2

ij

]n+p
2 . (6.86)

Combinando as equações (6.85) e (6.86) para eliminar s2
ij obtêm-se uma relação

entre a viscosidade instantânea e a taxa de dissipação instantânea.

μ̂ =
(

KνKe

Ap−1
ε

) 2
n+p

2
1−p
n+p (ρε̂)

n+p−2
n+p . (6.87)

Introduzindo os parâmetros

m≡n + p− 2
n + p

, (6.88)

e

B ≡
(

KνKe

Ap−1
ε

)1−m

2
(n−1)−m(n+1)

2 ρm , (6.89)

a Equação (6.87) simplifica-se para

μ̂ = Bε̂m . (6.90)

A viscosidade média e a taxa de dissipação média podem ser calculadas a partir das
respectivas funções de distribuição de probabilidade. Por definição, a viscosidade
média é

μ =
∫ ∞

0

Bε̂mP (ε̂)dε̂ . (6.91)

Como a viscosidade instantânea é sempre uma quantidade positiva, a taxa de
dissipação instantânea (ε̂) é positiva-definida e está associada a movimento ao ńıvel
das pequenas escalas, assumido aqui como localmente isotrópico em escoamentos
a elevados números de Reynolds. Assim, como explicado por Monin e Yaglom
(1975), ε̂ obedece uma distribuição log-normal,

P (ε̂) =
1

ε̂σ
√

2π
exp

{
−1

2

(
ln ε̂−M

σ

)2
}

. (6.92)
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com M e σ representando a média e o desvio padrão de ε̂. Seguindo Monin e
Yaglom (1975) (páginas 614-615),

∫ ∞

o

ε̂m

ε̂σ
√

2π
exp

{
−1

2

(
ln ε̂−M

σ

)2
}

dε̂ = exp
(

mM +
m2σ2

2

)
, (6.93)

pelo que a viscosidade média vem igual a

μ = B exp
(

mM +
m2σ2

2

)
. (6.94)

A taxa de dissipação média também é obtida a partir da função distribuição de
probabilidades de ε̂

ε =
∫ ∞

o

ε̂P (ε̂) dε̂ =
∫ ∞

o

ε̂
1

ε̂σ
√

2π
exp

{
−1

2

(
ln ε̂−M

σ

)2
}

dε̂k

= exp
(

M +
σ2

2

)
.

(6.95)

Agora, μ e ε podem relacionar-se resolvendo Eq.(6.94) em ordem a eM para subs-
tituição na Equação (6.95). O resultado é

μ = Bεm exp
(

mσ2(m− 1)
2

)
, (6.96)

com m e B dados pelas equações (6.88) e (6.89) Na Equação (6.96), σ2 é a variância
da distribuição de ln ε̂, que é dada por

σ2 = A1 + A2 ln
(

L

η

)
, (6.97)

com L a representar uma escala de turbulência externa, uma grande escala como
o tamanho caracteŕıstico dos grandes turbilhões, e η representando uma escala
internal como a microescala de Kolmogorov (Monin e Yaglom, 1975). A1 é um
parâmetro que depende da macroestrutura de turbulência e A2 é uma constante
universal. Uma discussão extensa sobre estas quantidades, nas páginas 612 a 626
de Monin e Yaglom (1975), sugere que A2 ≈ 0.3 a 0.5, embora os valores mais
adequados estejam no intervalo entre 0.4 e 0.5, pelo que aqui utilizaremos o valor
de 0.45. Relativamente ao parâmetro A1 há pouca informação (ver página 634 de
Monin e Yaglom (1975)), pelo que aqui consideramos A1 = 0. Assim, σ2 é dada
por

σ2 = A2 ln
(

L

η

)
. (6.98)

A escala de Kolmogorov é

η≡
[
ν3

ε

] 1
4

=
[

μ3

ρ3ε

] 1
4

, (6.99)
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onde a viscosidade molecular média é utilizada. A escala caracteŕıstica das enti-
dades transportadoras de energia turbulenta é quantificada a partir da estimativa
inv́ıscida da taxa de dissipação κ1.5/ε. Uma equação freqüentemente utilizada
para quantificar L, deduzida a partir de argumentos da teoria inv́ıscida e dada por
Younis (1996) é aqui adotada

L ≈ 2C0.75
μ κ1.5

ε
, (6.100)

onde Cμ é uma constante universal que normalmente assume o valor de 0.09 para
fluidos newtonianos. Finalmente, combinando as equações (6.96) a (6.100) conduz
à expressão pretendida, a forma final de uma equação expĺıcita para μ

μ = (Cμρ)
3m(m−1)A2

8+3m(m−1)A2 2
4m(m−1)A2

8+3m(m−1)A2 κ
6m(m−1)A2

8+3m(m−1)A2

× ε
[8−3(m−1)A2]m
8+3m(m−1)A2 B

8
8+3m(m−1)A2 ,

(6.101)

com m e B definido anteriormente. No caso limite de um fluido newtoniano
(n = p = 1) recupera-se uma viscosidade molecular média constante igual a μ =
KνKe.

Uma vez que a Equação (6.101) foi deduzida assumindo argumentos válidos
para valores elevados do número de Reynolds turbulento, alguns ajustes devem ser
inseridos na formulação visando estendê-la para a região da sub camada viscosa.
Junto à parede não existem flutuações e o escoamento é unidimensional, além disso,
nessa região a viscosidade molecular média deve assumir os valores independentes
do efeito da turbulência. Deste modo, uma função de amortecimento fν deve
ser utilizada na quantificação da viscosidade molecular média com o objetivos de
permitir uma transição suave entre a região da parede e a região completamente
turbulenta. A equação da viscosidade fica então definida como:

μ = fνμh + (1− fν)ην . (6.102)

O papel da função fν é semelhante ao da função fμ presente no modelo κ− ε para
suavizar a transição da viscosidade turbulenta entre as mesmas duas regiões do
escoamento, portanto decidiu-se assumir que fν = fμ após uma extensa série de
testes.

6.7 Modelo κ−ε anisotrópico de baixo número de
Reynolds

Os modelos desenvolvidos necessitam de ser testados em escoamentos de referência,
mas por outro lado é também necessário que existam na literatura dados reológicos
e hidrodinâmicos suficientes para calibrá-los e testá-los. Infelizmente, são escassos
os dados experimentais que reunam todas estas caracteŕısticas; de fato há somente
o conjunto providenciado por Escudier et al. (1999) e Resende et al. (2006)
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que se referem exclusivamente a escoamentos desenvolvidos em condutas de seção
circular. Por esta razão, daqui para diante as equações irão assumir freqüentemente
uma forma simplificada e consistente com esse escoamento.

Para escoamento desenvolvido numa conduta de seção circular, alinhada na
direção x e de coordenada radial r, tem de se resolver a equação de conservação
da quantidade de movimento, Eq.(6.103), aqui escrita em coordenadas ciĺındricas

1
r

d

dr

[
r

(
μ

dU

dr
+ 2μ‘sxr − ρμν

)]
− ∂p

∂x
= 0 . (6.103)

Nesta equação, sxr representa a componente xr flutuante do tensor velocidade
de deformação, que aparece combinada com a flutuação de viscosidade definindo
assim uma tensão de origem não newtoniana, que foi recentemente modelada por
Cruz et al. (2004). Quanto à tensão de Reynolds de corte, −ρμν, esta é dada por
um modelo adequado. Como um dos objetivos deste trabalho é a quantificação das
tensões normais, embora elas não apareçam diretamente na equação de conservação
de quantidade de movimento para escoamento desenvolvido, o modelo adotado é
não-linear de segunda ordem, sendo dado pela Equação (6.104). O modelo aqui
apresentado ao longo das próximas páginas é o de Resende et al. (2006),

−ρ μiμj = 2νtSij − 2
3
κδij − f1n β̃2 κ

(
S∗ikS∗kj −

1
6
S∗2δij

)
− f2n f3n β̃3 κ

(
Ω∗ikS∗kj − S∗ikΩ∗kj

)
,

(6.104)

onde os tensores velocidade de deformação (Sij) e vorticidade (Ωij ) se definiram
nas equações (6.11) e (6.28) respectivamente.

A difusividade turbulenta vT é calculada pela equação de Prandtl-Kolmogorov

νT = Cμfμ
κ2

ε̃
, (6.105)

que impõe a necessidade de se determinar κ e ε̃ através de equações de transporte
adequadas. Para a energia cinética de turbulência (κ) usa-se uma modificação do
modelo de baixo número de Reynolds de Cruz et al. (2004)

0 =
1
r

d

dr

[
r

(
μ

ρ
+ ft

νT

σκ

)
dκ

dr

]
− 2

ρ
μ‘sxr

dU

dr
− μν

dU

dr
− ε̃ + D , (6.106)

onde as novidades são a inclusão de uma nova função ft na difusão turbulenta, e
a alteração dos valores numéricos de σκ e Cμ. A difusão turbulenta foi anterior-
mente modelada segundo uma hipótese de gradiente de difusão com coeficiente σκ

= 1.0. Para fluidos newtonianos, descobriu-se que essa hipótese resultava numa
contribuição demasiado baixa da difusão turbulenta para o balanço da energia
cinética de turbulência junto a paredes e demasiado elevada longe da parede (Na-
gano e Shimada, 1993). Por outro lado, se o valor de σκ diminuir resulta uma
grande diferença nas previsões em relação a dados de simulação numérica direta
longe da parede, de forma que a solução deste problema passa pelo recurso a um
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coeficiente σκ variável, adotando-se para esse efeito a função ft. Também aqui
se verificam melhorias nas previsões de escoamento com fluidos não newtonianos,
após a adoção da função apresentada por Park e Sung (1995) (Eq.(6.107))

ft = 1 + 3.5 exp
[
− (RT /150)2

]
, (6.107)

além de que se alterou o valor de σκ para 1.2, como recomendado em Nagano e
Shimada (1993) e Park e Sung (1995). Quanto a Cμ, a sua modificação de 0.09 para
0.08 vem melhorar as previsões do factor de fricção, velocidade média e energia
cinética de turbulência para fluidos newtonianos, não tendo grande influência sobre
as previsões para fluidos não newtonianos, uma vez que com estes fluidos a função
fμ é que é determinante. Contudo, na parte não linear do modelo de turbulência
não houve alteração, dáı a introdução do coeficiente 1.125 a multiplicar Cμ.

A modificação da difusão turbulenta também afeta a equação de transporte da
dissipação modificada de energia cinética de turbulência (ε̃), que se apresenta de
seguida.

0 =
1
r

d

dr

[
r

(
μ + ρft

νT

σε

)
dε̃

dr

]
+ ρf1Cε1

ε̃

κ
P

− ρf2Cε2
ε̃2

κ
+ ρννT

(
1− fμ

) (
∂2U

∂r2

)2

+ Cε4
νt

σEν

dε̃

dr

dμ

dr
.

(6.108)

6.8 Vários aspectos da modelagem

6.8.1 Função de amortecimento viscoso

Nas seções anteriores duas funções de amortecimento foram introduzidas para as
viscosidades: a função de amortecimento viscosa fν e a função de amortecimento
turbulenta fμ. Ambas são propostas com o objetivo de adequar a performance
do modelo para as regiões próximas da parede. Ambas são funções diferentes,
contudo neste trabalho foram consideradas idênticas após uma serie de testes e
de avaliações do desempenho do modelo. A equivalência dessas funções não é
totalmente surpreendente uma vez que ambas estão relacionadas com a influência
do efeito viscoso molecular na tensão total, embora de formas diferentes.

6.8.2 A função de amortecimento fμ

A função fμ reduz a influência das tensões turbulentas na região próxima de parede,
aumentando a influência relativa da tensão puramente viscosa, a qual é dominante
na sub camada viscosa. Como foi mostrado por outros autores Patel et al. (1985),
na maioria dos modelos turbulentos essa função foi obtida através de justes com-
putacionais ao invés de recorrer ao uso de dados experimentais. Uma excepção é a
função de Nagano e Hishida (1987) a qual é equivalente ao modelo semi-empirico
de comprimento de mistura proposto por Van Driest (1956). Essa pode ser uma
razão para a superioridade do modelo de Nagano e Hishida em relação a outros
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modelos na previsão do escoamento em canais e dutos e aqui, esse modelo possi-
bilita a dedução de um procedimento sistemático para a obtenção da função de
amortecimento.

A função fμ deve ser modificada de forma consistente com a reologia adotada
aqui e para esse propósito a metodologia desenvolvida por Van Driest será utili-
zada. Van Driest assumiu que existe uma similaridade entre a f́ısica do amorteci-
mento dos turbilhões turbulentos junto da parede com o fenômeno do escoamento
resultante de uma placa oscilando em condições laminares. Esse problema de es-
coamento laminar (segundo problema de Stokes) tem uma solução conhecida, na
qual a amplitude das oscilações decai proporcionalmente a exp(−y/A), onde y
representa a distância até à parede e o parâmetro A depende da freqüência das
oscilações e das propriedades do fluido. Uma vez que no escoamento turbulento
a presença de uma parede estacionária amortece as flutuações, Van Driest assu-
miu que a intensidade dos turbilhões turbulentos deveriam ser proporcionais a um
fator do tipo 1 − exp(−y/A). Desta forma VanDriest propôs o seu modelo de
comprimento de mistura após obter um valor de 26,5 para o parâmetro A através
da comparação com dados experimentais.

Para modificar a função fμ de acordo com o modelo reológico adotado aqui, a
mesma metodologia será utilizada. Como no caso do modelo reológico a função de
amortecimento fμ será o produto de uma função de amortecimento viscométrica
fμν e de uma função de amortecimento elongacional fμe ou seja:

fμ = fμν fμe . (6.109)

Para deduzir a função de amortecimento fμν Cruz e Pinho (2003) analisaram o
segundo problema de Stokes para um fluido tipo lei de potência com o objetivo
de obterem uma lei de variação do amortecimento com a distância até à parede
y. Posteriormente realizaram uma análise semelhante para deduzir a função de
amortecimento extensional. Ambas as deduções apresentam-se de seguida.

A função de amortecimento viscométrica fμν

No segundo problema de Stokes para um fluido tipo lei de potência, a equação de
quantidade de movimento é dada por:

∂u

∂t
=

1
Reap

∂

∂y

[∣∣∣∣∂u

∂y

∣∣∣∣
n−1 (

∂u

∂y

)]
(y > 0, t > 0) , (6.110)

onde Reap é o numero de Reynolds aparente (a sua definição exata é irrelevante par
os nossos propósitos) . A condição de contorno oscilante na parede está localizada
em y = 0 e é dada por:

u (t, y = 0) = U0 cos (ωt) . (6.111)

O objetivo aqui não é obter uma solução completa para esta versão do segundo pro-
blema de Stokes, mas somente a forma que quantifique o decaimento das oscilações
no fluido em função da distância da parede. Então a função de amortecimento será
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obtida segundo a expressão 1− f(y) de acordo com os argumentos de Van Driest.
A Equação (6.110) é resolvida usando-se a seguinte separação de variáveis

u (t, y) = f (y) g (φ) = f (y) g (α0t + α1 ln(f)) , (6.112)

onde φ é uma variável composta e α0 e α1 são parâmetros. A seguinte notação
será usada visando a concisão.

f ′ =
∂f
∂y

, g′ =
∂g

∂ϕ
. (6.113)

Substituindo as funções (6.112) e (6.113) na Equação (6.111) teremos:

α0fg′ =
1

Reap

[
n (g + α1g

′)n
f ′′f ′n−1

+nα1 (g + α1g
′)n−1 (g′ + α1g

′)
f ′n−1

f

]
.

(6.114)

Assumiremos que a função procurada tem a forma:

f (y) = (1 + by)r
, (6.115)

e inserindo na Equação (6.114) obtém-se:

α0g
′ (1 + by)r =

1
Reap

[
n (g + α1g

′)′′ rnbn+1 (r − 1)

+nα1 (g + α1g
′)n−1 (g′ + α1g

′′) rn+1bn+1
]
[1 + by]n(r−1)−1

.

(6.116)

Ambos os lados da Equação (6.116) devem depender identicamente da função
(6.115), o que requer que o expoente r assuma a seguinte forma

r = −1 + n

1− n
, (6.117)

onde b0 é uma constante, a função f(y) pode ser escrita agora na seguinte forma:

f (y) =
(

1 +
∣∣∣∣1− n

1 + n

∣∣∣∣ b0y

) n+1
n−1

. (6.118)

Devido ao fato de que a função (6.118) deve reduzir-se à forma exponencial quando
n = 1 (caso newtoniano) e pela definição da função exponencial descrita abaixo:

exp (−β) = lim
x→0

(1 + β)
−1
x . (6.119)

Obtemos então a forma final da função fμν :

fμν = 1−
(

1 +
[
1− n

1 + n

]
y+

)−|(1+n)/(1−n)| 1
A+

. (6.120)
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A função de amortecimento viscoelástica fμe

Para deduzir a função de amortecimento viscoelástica fμe faremos a análise consi-
derando o caso em que os efeitos de cisalhamento são desprezados (n=1).

Uma dedução semelhante aquela proposta na seção anterior é necessária, mas
para o presente caso uma relação envolvendo a tensão de cisalhamento τ e a taxa
de deformação γ̇ deve ser obtida primeiro. Considerando n=1 essa expressão pode
ser obtida usando-se argumentos de ordem de grandeza. A taxa de dissipação ins-
tantânea da energia cinética turbulenta para o fluido não newtoniano aqui adotado
foi obtida por Pinho (2003) como:

ρε̂ ≡ 2μ̂s2
ij . (6.121)

A função de amortecimento é válida na região junto a parede onde o fluido está
em condições de equiĺıbrio(produçãoK=dissipaçãoK),

ρuν
∂u

∂y
≈ 2ηνKe |ε̇|p−1

(
∂u

∂y

)2

. (6.122)

Aqui foi assumido que sij ∼ ∂u
∂y e U ∼ u na região de parede. Resolvendo esta

equação em ordem a ε̇:

ε̇ ≈
[

ρuν (∂u/∂y)p−2

2ηνKe

] 1
(p−1) 1

∂u/∂y
. (6.123)

Na região da parede a ordem de magnitude de uν
(

∂u
∂y

)p−2

é estimada como:

(i) O (uν) ≈ u2
τ (ii) O

(
∂u
∂y

)
≈ uτ

ν/uτ
= u2

τ

ν . Substituindo novamente na (6.123)
teremos:

ε̇ ≈ C
u2

τ

∂u/∂y

[
ρ

2ηνKeν
p−2

] 1
p−1

, (6.124)

onde a constante de calibração C foi introduzida. Agora inserindo a Equação
(6.124) na definição de μ com n=1, na região da parede:

μ =
ρ

νp−2

(
Cu2

τ

)p−1
(

∂u

∂y

)p−1

. (6.125)

Ou ainda, em termos da tensão de cisalhamento, o fluido se comporta de acordo:

τ = Kp

(
∂u

∂y

)2−p

onde Kp =
ρ

νp−2

(
Cu2

τ

)p−1
. (6.126)

Com essa expressão tipo lei de potência equacionando o tensão de cisalhamento
com a taxa de deformação angular a função de amortecimento viscoelástica pode
agora ser deduzida da mesma forma mostrada para a função viscométrica com
2-p no lugar de n. Portanto a função de amortecimento viscoelástica tem a forma
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da Equação (6.120) contudo, a equação da tensão cisalhante também proporciona
uma definição para a coordenada de parede a ser usada em fμe. Na subcamada
viscosa teremos:

Kp

(
∂u

∂y

)2−p

= ρu2
τ →

∂u

∂y
=

(
ρu2

τ

Kp

) 1
(2−p)

. (6.127)

Portanto, usando a Equação (6.125) e rearmando a Equação (6.126) o perfil de
velocidade junto a parede é dado por:

u

uτ
=

yuτ

ν
C

1−p
2−p . (6.128)

O lado direito da Eq.(6.127) é a coordenada de parede dessa solução especifica e
representa o termo que deve ser usado na contribuição viscoelástica da função de
amortecimento. Portanto a função de amortecimento viscoelastica considerando a
nova definição da coordenada de parede e o expoente 2-p é:

fμe = 1−
(

1 +
∣∣∣∣p− 1
3− p

∣∣∣∣ y+C
1−p
2−p

)−| 3−p
p−1 | 1

A+

, (6.129)

a qual se reduz à função de Van Driest quando p → 1. Finalmente, a função de
amortecimento completa fμ é descrita pela seguinte expressão:

fμ =

{
1−

(
1 +

∣∣∣∣1− n

1 + n

∣∣∣∣ y+

)−| 1−n
1+n | 1

A+
}

×
{

1−
(

1 +
∣∣∣∣p− 1
3− p

∣∣∣∣ y+C
1−p
2−p

)−| 3−p
p−1 | 1

A+
}

.

(6.130)

O valor do parâmetro A+ é 26,5 usado por Nagano e Hishida, o qual é muito
próximo do valor adaptado por Van Driest. A constante C é fornecida na Tabela
6.2.

6.8.3 Modelo para a tensão pseudo-elástica

O fecho do conjunto das equações de governo governativas requer um modelo
para o novo termo da equação de conservação da quantidade de movimento que
surge devido à não linearidade dos termos difusivos viscosos 2μ′sij . Este termo
relaciona as flutuações da viscosidade com as flutuações do tensor velocidade de
deformação. Para desenvolver um modelo para esta nova tensão, a modelagem
das flutuações da viscosidade e das flutuações do tensor da taxa de deformação
serão feitas separadamente. Posteriormente, elas serão agrupadas e multiplicadas
por uma constante de ajuste. O modelo deve naturalmente ser dependente dos
expoentes n e p, portanto, essa nova tensão deve desaparecer no limite newtoniano
(n=1 e p=1).
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Por definição (Pinho, 2003), a flutuação da viscosidade é proporcional a:

μ′ ∝ KνKe

(
ε̇′

)p−1 (
γ̇′

)n−1
, (6.131)

onde os termos ε̇′ e γ̇′ são dados pelas seguintes expressões:

γ̇′ ≈ √sijsij e ε̇′ ≈
√

sijsij

Aε
. (6.132)

Fazendo S ≡ √sijsij , que representa um termo invariante, teremos após a substi-
tuição em (6.132):

μ′ ∝
(

KνKe

Ap−1
ε

)
Sp+n−2 . (6.133)

E consequentemente,

μ′sij ∝
(

KνKe

Ap−1
ε

)
Sp+n−2sij . (6.134)

Agora devemos estimar S e sij como funções de quantidades conhecidas visando
obter um conjunto fechado de equações. As estimativas para S e sij serão feitas
no contexto da camada limite alem disso, duas hipóteses serão assumidas: (1) o
escoamento está na região de equiĺıbrio (produçãoK= dissipaçãoK) e (2) o novo
termo não interfere de forma significativa com esse balanço. Uma vez que na
camada limite S ∼ ∂u′/∂y então:

Pκ = −ρuv
dU

dy
≈ ρε = 2μ̂s2

ij ≈ 2μS2 . (6.135)

Usando a hipótese da viscosidade turbulenta para as tensões de Reynolds, i.e.,
estamos a considerar só o primeiro termo do modelo anisotrópico, teremos:

ρCμfμ
κ2

ε̃

(
dU

dy

)2

∼ 2μS2 . (6.136)

Usando a Equação (6.136) podemos agora estimar S como sendo:

S =

√
ρCμfμ(κ2/ε̃) (dU/dy)2

2μ
, (6.137)

ou, em termos mais gerais,

S =

√
ρCμfμ(κ2/ε̃)SijSij

2μ
. (6.138)

Dentro da camada limite sij ≈ ∂ui/∂xj ∼ ∂u/∂y e ui =
√

(uiuj) . Usando
o modelo proposto para tensão de Reynolds a estimativa para a flutuação de
velocidade é:

ui ∼
√

Cμfμ
κ2

ε̃

√
dU

dy
(6.139)



314 6. Turbulência em fluidos não-newtonianos

e a estimativa para sij fica:

sij ∼ ∂ui

∂xj
∼ ui

Lc
. (6.140)

Lc é um parâmetro que está relacionado com a escala espacial da turbulência e que
considera os efeitos de elevados números de Reynolds turbulento longe da parede
e os efeitos de amortecimento junto desta. Longe da parede tem-se:

Lc =
κ

3
2

ε
. (6.141)

Próximo da parede Lc deve ser:

Lc =
u3

τ

ε
. (6.142)

Para acoplar de forma suave ambas as expressões acima, a seguinte expressão geral
foi usada:

1
Lc

=
ε

u3
R

, (6.143)

onde
u2

R =
κ

|exp [− (κ/u2
τ )α]− 1| 1α

. (6.144)

Portanto a expressão final para a nova tensão fica:

2μ′sij = C̃
KvKe

Ap−1
ε

[
ρCμfμκ2

2με̃
SijSij

] p+n−2
2

√
Cμfμ

κ2

ε̃

1
Lc

Sij

4
√

SijSij

, (6.145)

onde Lc é dado pela Equação (6.144). Para um escoamento cisalhante completa-
mente desenvolvido a Equação (6.145) assume a forma:

2μ′sij = C̃
KvKe

Ap−1
ε

[
ρCμfμκ2

2με̃

(
∂U

∂y

)] p+n−2
2

√
Cμfμ

κ2

ε̃

1
Lc

∂U/∂y√|∂U/∂y| . (6.146)

Segundo a Equação (6.146), a nova tensão não desaparece no limite newtoniano
como deveria, portanto um parâmetro de ajuste C̃ deve ser introduzido de forma
a respeitar esse limite. Esse parâmetro e expresso como uma função de n e p e de
uma constante C0 da seguinte forma

C̃ = (1 + C0)
p+n−2 − 1 . (6.147)

Este conjunto de equações, sem os dois últimos termos do membro da direita da
Eq.(6.104), constituem o modelo isotrópico de turbulência e asseguram o fecho do
sistema de equações, onde os restantes parâmetros tomam os valores da Tabela
6.2 e as funções de amortecimento são

f1 = 1.0 e f2 = 1− 0.3 exp
(−R2

T

)
, com RT =

κ2

νε̃
. (6.148)
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Tabela 6.2: Alguns parâmetros do modelo de turbulência.

Cμ σκ σε Cε1 Cε2 Cε3 Aε A2 C
0.08 1.2 1.3 1.45 1.90 1.0 10 0.45 70

Os dois últimos termos da Eq.(6.104) conferem ao modelo a capacidade de prever
a anisotropia das tensões normais de Reynolds. O modelo não-linear aqui utilizado
é de segunda ordem nos tensores Sij e Ωij (Gatski e Speziale, 1993), em que os
parâmetros e algumas das funções se baseiam no modelo não-linear de Park et
al., (2003). Contudo, as funções e parâmetros espećıficos apresentados em Park et
al., (2003) foram aqui modificados de duas maneiras: por um lado retiraram-se as
correções de parede (β̃2,wall e β̃3,wall), que criavam alguns problemas de realiza-
bilidade; por outro lado introduziram-se as funções f1n, f2n e f3n que tomam em
consideração a reologia dos fluidos, o que deve acontecer sem prejúızo da realiza-
bilidade do modelo como explicado mais adiante. Assim, os coeficientes β̃2 e β̃3

são dados por Park et al. (2003),

β̃2 = 1.125 Cμ fS1 f2
w e β̃3 = 1.125 Cμ fS2 f2

w , (6.149)

onde

fS1 =
1 + ηs fμ2

1 + 4 ηs + 4 η2
s

e fS2 =
1 + ηs fμ2

1 + ηs + 8 η2
s

, (6.150)

ηs = 1.125 Cμ max (η, ξ) , (6.151)
η = fw S∗ e ξ = fw W ∗ , (6.152)

S∗ =
√

2S∗ijS
∗
ij e W ∗ =

√
2W ∗

ijW
∗
ij . (6.153)

Na Eq.(6.153), o asterisco designa valores normalizados por κ, S∗ij = (κ/ε)Sij e
W ∗

ij = (κ/ε)Ωij . A função fμ2, que está definida na Eq.(6.154), necessita das
quantidades definidas nas Eqs.(6.155) a (6.160), como explicado em Park et al.
(2003) e aqui reproduzido:

fμ2 =
(15/3) (1 + g)

g2 + 1.125 Cμ g3 + As
, (6.154)

As = α̃2
3 ξ2 − α̃2

2

η2

3
, (6.155)

g =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
3C0 +

(
P1 +

√
P2

) 1
3 + sign

(
P1 −

√
P2

) ∣∣P1 −
√

P2

∣∣ 1
3 P2 ≥ 0 ,

1
3C0 + 2

(
P 2

1 − P2

) 1
6 cos

(
1
3 arccos

(
P1√

P 2
1−P2

))
P2 < 0 ,

(6.156)

P1 = C0

[
C2

0

27
− As + α̃1η

2

6
+

1
2

]
, (6.157)
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Tabela 6.3: Alguns parâmetros dos termos não-lineares do modelo de turbulência.

A C0 α̃1 α̃2 α̃3

8.4 2.4 -0.48 -0.375 -0.8

P2 = P 2
1 −

[
C2

0

9
− As + α̃1η

2

3

]
. (6.158)

Para calcular fw tem de se resolver a seguinte equação diferencial eĺıptica

∂2fw

∂xj∂xj
=

R
3
2
t

A2L2
(fw − 1) , (6.159)

onde L é uma escala de comprimento de turbulência modificada junto à parede por
inclusão da escala de Kolmogorov, sendo por isso dada pela Eq.(6.160) na versão
adotada por Park et al. (2003),

L2 =
κ3

ε̃2
+ 702

√
ν3

ε̃
. (6.160)

Os parâmetros restantes constam da Tabela 6.3.
As novas funções f1n, f2n e f3n permitem tomar em consideração o compor-

tamento reológico dos fluidos, e têm diferentes objetivos. Um primeiro modelo
resulta de considerar todas estas funções como unitárias, o que conduz a um mo-
delo não-linear de todo idêntico ao usado para fluidos newtonianos, exceto no efeito
que a reologia já desempenha sobre o cálculo de κ e ε. Referiremos esta primeira
opção como aquela em que as funções f1n, f2n e f3n estão desligadas. Por outro
lado, pode-se também melhorar o desempenho da componente não-linear do mo-
delo adotando funções que introduzam a reologia dos fluidos e esta é a opção com
as funções ligadas.

O trabalho realizado a este ńıvel é ainda preliminar, mas, como se verá, é
desde já posśıvel averiguar das vantagens da segunda formulação, sobretudo junto
à parede (10 < y+ < 100). Contudo, é ainda necessário melhorar essas funções
por forma a garantir a realizabilidade do modelo em condições de utilização mais
alargadas, i.e., para gamas mais alargadas dos parâmetros reológicos.

Na segunda formulação, cujas funções estão definidas abaixo, enquanto f1n e
f2n diminuem v2 e w2, corrigindo assim a anisotropia das tensões de Reynolds
longe da parede, a função f3n atua na região 10 < y+ < 100 para corrigir os
comportamentos de u2 e v2. Quanto à componente w2, a função f1n é suficiente
para corrigir o seu comportamento também na região de parede.

Para garantir realizabilidade no modelo, i.e., a positividade de todas as tensões
normais de Reynolds, basta considerar a menor das três tensões, v2. Para escoa-
mento de corte puro as novas funções devem assim obedecer à seguinte condição

(
β̃2 f1n − β̃3 f2n f3n

) (
dU

dr

)2
κ2

ε̃2
≥ −8 . (6.161)
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As funções f1n, f2n e f3n aqui propostas são ainda provisórias e foram deduzidas
empiricamente com base nos seguintes pressupostos: (i) para fluidos newtonia-
nos (n= p= 1) as funções devem ser unitárias; (ii) as funções devem aumentar
a anisotropia das tensões normais de Reynolds para fluidos reofluidificantes na
viscosidade viscosimétrica (n < 1) e para fluidos reoespessantes na viscosidade
extensional (p > 1), sendo o efeito de p claramente mais intenso que o de n (da
mesma ordem de grandeza que os respectivos efeitos sobre a redução de fricção,
ver [4]); (iii) o modelo deve ser realizável pelo menos até ao limite dos valores dos
expoentes n e p para os quais existe uma redução de fricção superior ao máximo
previsto por Virk et al. (1970). Este trabalho reporta uma primeira tentativa, que
só realizou parcialmente estes pressupostos. Na derivação dessas funções teve-se
em conta os resultados experimentais de Escudier et al. (1999) e as medições das
tensões normais de Reynolds feitas por Presti (2000) para esses mesmos fluidos,
vindo as funções f1n, f2n e f3n definidas da seguinte forma:

f1n =
[
|2− n− p| (1 + Ke)

Ke
− 1.125Cμ

]−|2−n−p|
, (6.162)

f2n = (2.1− p)−|2−n−p|
, (6.163)

f3n = 1 + |2− n− p| (0.121A2 − 0.873A + 1.671
)

×
[√

50
y+

+ 500 (1− fw) ε+

]0.45

, (6.164)

em que ε̃+ ≡ (ε̃ν)/u4
τ e A = K|2−n−p|

e

|2−n−p|+0.1 .

6.8.4 Resultados e discussão

A análise do comportamento deste modelo faz-se em três etapas: primeiro, estuda-
se o caso newtoniano por comparação com resultados experimentais clássicos e
de Durst et al. (1995); de seguida comparam-se as previsões com os resultados
obtidos por Escudier et al. (1999) e Resende et al. (2006) para a solução aquosa
de 0.125% PAA, que foi o fluido utilizado para aferir o modelo de turbulência;
finalmente, efetuam-se comparações das previsões numéricas com os resultados
experimentais de Escudier et al. (1999) e Resende et al. (2006) para os restantes
fluidos viscoelásticos.

Fluidos newtonianos

Começamos por apresentar na Figura 6.23 a variação do fator de fricção em função
do número de Reynolds, comparando-se os valores previstos pelo atual modelo com
as previsões do modelo anterior (Cruz et al., 2004) e a equação de Blasius. Os
dois conjuntos de previsões estão muito próximos e concordam com a equação de
Blasius. As correspondentes previsões dos perfis de velocidade média e da energia
cinética de turbulência apresentam-se nas Figuras 6.24 e 6.25 em coordenadas de
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Figura 6.23: Variação do fator de fricção com o número de Reynolds.

parede. As Figuras 6.23 e 6.24 incluem também dados experimentais e previsões
relativas à solução aquosa de referência de 0.125% PAA, a ser discutida adiante.

Relativamente aos perfis de velocidade média, a diferença entre as previsões do
anterior modelo (Cruz et al., 2004) e do modelo aqui proposto também é pequena
e em qualquer dos casos os resultados estão próximos da lei logaŕıtmica de parede.
O pequeno afastamento que se observa nos dois casos deve-se ao efeito do baixo
número de Reynolds utilizado nas simulações, que nesta gama tem tendência a
fazer subir os valores de u+ (Wei e Willmarth, 1989). O valor de Re = 7430
corresponde às medições de energia cinética de turbulência e das tensões normais
de Reynolds de Durst et al. (1995) e utilizadas nas comparações da Figura 6.25.
Note-se que as medições do coeficiente de fricção e da velocidade média de Durst et
al. (1995) concordam com a equação de Blasius e aproximam-se da lei logaritmica,
da mesma forma que as previsões, respectivamente.

Quanto à previsão de κ, o modelo anterior (Cruz et al., 2004) e o atual prevêem
bem o comportamento junto à parede e o pico máximo, mas longe da parede as
previsões são mais elevadas que as medições. Para as tensões normais de Reynolds,
os resultados são os que estão patentes na Figura 6.25(b), verificando-se que o
modelo captura bem as tendências radiais de variação e a posição relativa das
tensões. No entanto, enquanto que a tensão normal axial é prevista por excesso,
as tensões tangencial e radial são previstas por defeito.

Embora o atual modelo possa ser considerado pior que o anterior em escoa-
mento numa conduta, no caso de escoamento entre placas paralelas ele é fran-
camente superior ao anterior já que foi parcialmente desenvolvido com base nos
resultados de simulação numérica direta de Moser et al. (1999) com vista a oti-
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Figura 6.24: Perfis radiais da velocidade média normalizados em coordenadas de
parede e comparação com resultados da literatura (Escudier et al., 1999) para
fluidos newtonianos (Re = 7430) e solução aquosa de referência de 0.125% PAA
(Re = 42950).

mizar as previsões de κ e das tensões normais. Contudo, há aqui duas diferenças
relativamente ao modelo otimizado. Em primeiro lugar, seria necessário utilizar
as correções de parede β̃2,wall e β̃3,wall de Park et al. (2003), mas estas dão origem
a problemas para o caso da conduta de seção circular e por isso foram retira-
das do modelo. Por outro lado, na componente isotrópica do atual modelo essa
otimização por comparação com resultados de simulação numérica direta para flui-
dos newtonianos também não foi feita, pois ele baseia-se no modelo viscoelástico
geral de Cruz e Pinho (2003) em que a função fμ se reduz à do modelo de Na-
gano e Hishida (1987) e não à função usada por Park et al. (2003). Por isso, há
discrepâncias na previsão para fluidos newtonianos relativamente a modelos mais
recentes e otimizados para estes fluidos, que são capazes de cálculos mais precisos
do comportamento de κ e ε, implicando também uma melhor previsão das tensões
de Reynolds.

Solução viscoelástica de referência: 0.125% PAA

Como foi referido acima, a componente isotrópica do modelo, antes das alterações
aqui introduzidas, foi calibrada por Cruz et al. (2004) para fluidos viscoelásticos
usando os resultados experimentais obtidos por Escudier et al. (1999) com a
solução aquosa de 0.125% PAA a Re = 42,900. Por conseqüência, as previsões
do modelo são consistentes com os resultados experimentais nessa região, como se
observa para o coeficiente de fricção na Figura 6.23 e para a velocidade média na
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Figura 6.25: Perfis radiais da energia cinética de turbulência (esquerda) e tensões
normais de Reynolds (direita) normalizados em coordenadas de parede e com-
paração com resultados da literatura (Durst et al., 1995) para fluidos newtonianos
a Re = 7430.

Figura 6.24.
Para as previsões da energia cinética de turbulência, a Figura 6.26(a) mostra

pequenas diferenças relativamente ao modelo anterior, otimizado por Cruz et al.
(2004), mas o novo modelo é capaz de prever um comportamento anisotrópico das
tensões de Reynolds para fluidos viscoelásticos, como se vê na Figura 6.26(b) onde
as funções f1n a f3n são unitárias (desligadas). Isto não significa que não exista
um efeito da reologia sobre a distribuição das tensões, pois os termos não-lineares
nas tensões dependem não linearmente de κ e ε que são fortemente modificados
relativamente a um modelo para fluidos newtonianos (Cruz et al., 2004). É posśıvel
regular melhor essa dependência ao modificar f1n, f2n e f3n em função da reologia
dos fluidos, como se mostra na Figura 6.26(c): as comparações são claramente
melhores sobretudo para v′ e w′, e na região de parede.

Outros fluidos viscoelásticos

Os outros fluidos viscoelásticos aqui testados foram as soluções aquosas de 0.25%
CMC, 0.2% XG e a mistura 0.09%/0.09% de XG/CMC medidos nos trabalhos
de Escudier et al. (1999) e Resende et al. (2006). A comparação das previsões
dos fatores de fricção com resultados experimentais apresentam-se na Figura 6.27
onde se vê que o novo modelo aqui proposto traz vantagens relativamente ao
modelo anterior de Cruz et al. (2004), já que aproxima os valores numéricos dos
valores experimentais. Mesmo assim, as previsões para a solução de goma de
xantano (XG) continuam excessivamente elevadas. Como já tinha sido observado
anteriormente (Cruz et al., 2003,2004), as alterações nos perfis de velocidade média
são semelhantes aos observados com o coeficiente de fricção, e novamente o modelo
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(a) (b)

(c)

Figura 6.26: Perfis radiais de κ (a) e tensões normais de Reynolds em coordenadas
de parede e comparação com resultados da literatura (Resende et al., 2006) para
0.125% PAA, Re = 42950: (b) funções f1n a f3n desligadas; (c) funções ligadas.
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Figura 6.27: Comparação entre valores experimentais e numéricos da variação do
factor de fricção com o número de Reynolds para 0.25% CMC, 0.09% CMC/0.09%
XG e 0.2% XG.

aqui proposto traz vantagens. Por limitações de espaço os perfis de velocidade
média não são aqui apresentados.

Quanto às previsões de quantidades turbulentas, a Figura 6.28 mostra os perfis
de energia cinética turbulenta e tensões normais de Reynolds quando as funções f1n

a f3n estão desligadas (coluna da esquerda) e ligadas (coluna da direita), respecti-
vamente. As discrepâncias na previsão de κ+ já ocorriam nos modelos anteriores
(Cruz et al., 2003, 2004), embora aqui tenham sido diminúıdas. As maiores dife-
renças em termos de pico ocorrem nas comparações com fluidos contendo goma
de xantano (XG) e devem-se fundamentalmente à incapacidade do modelo prever
corretamente a elevada redução de arrasto para esses fluidos.

Quanto às tensões normais de Reynolds, a sua anisotropia é capturada ra-
zoavelmente bem mesmo quando as funções estão desligadas (valor unitário). É
novamente clara a vantagem em utilizar estas funções, que melhoram significativa-
mente a previsão das tensões v′+ e w′+. No entanto, as atuais funções apresentam
problemas de realizabilidade para valores muito elevados do parâmetro reológico
p, e que se acentuam para valores baixos do parâmetro reológico Ke, pelo que são
ainda necessárias melhorias ao modelo. De qualquer das formas, o atual modelo
de turbulência constitui um avanço importante dado tratar-se do único modelo
existente na literatura capaz de prever a anisotropia das tensões de Reynolds para
fluidos viscoelásticos, e que foi desenvolvido em conjunto com um modelo reológico.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 6.28: Perfis radiais de κ e tensões normais de Reynolds em coordenadas de
parede e comparação com literatura (Resende et al., 2006): (a) 0.25% CMC (Re
= 16,600); (b) 0.09%/0.09% CMC/XG (Re = 45,200); (c) 0.25XG (Re = 39,000);
Coluna esquerda: funções f1n a f3n desligadas; Coluna direita: funções ligadas.
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6.9 Modelos de turbulência com base no modelo
FENE-P

6.9.1 Introdução

Numa questão tão complexa como a redução de arrasto e as caracteŕısticas de
escoamentos turbulentos de fluidos viscoelásticos, que ao longo de tantos anos mo-
bilizou tantos investigadores e esforços, é natural que os resultados publicados de
simulações DNS abra uma janela que permita o desenvolvimento de novos tipos de
fechos de turbulência, agora mais realistas pois baseados em equações constitutivas
reológicas verdadeiramente viscoelásticas. Esse esforço está hoje a ser realizado
por alguns grupos de investigação, um dos quais dos autores deste documento, mas
não há ainda resultados publicados de qualquer um dos grupos. Por isso aquilo
que se segue é uma perspectiva da abordagem em curso, e não desemboca ainda
num modelo utilizável. É compreenśıvel que a informação aqui disponibilizada
seja ainda escassa dado tratar-se de assunto em curso de investigação.

Os trabalhos de DNS publicados, e já revistos anteriormnte neste caṕıtulo, têm-
se debruçado sobre algumas modelos, nomeadamente os modelos UCM, Giesekus
e FENE-P. É sobre este último modelo que se baseiam as equações que se vão
seguir, as quais podem ser facilmente adaptadas a outros modelos.

6.9.2 Equações de governo e necessidades de modelação

Começaremos por apresentar as equações médias que devem ser calculadas num es-
coamento turbulento de fluidos viscoelásticos cuja reologia é representada pelo mo-
delo FENE-P. Estas equações obtém-se fazendo a média de Reynolds das equações
na sua forma instantânea. Algumas destas equações apresentam-se na literatura
da especialidade (Dimitropoulos et al., 2001, Housiadas e Beris, 2005), mas Re-
sende e Pinho (2005) apresenta a sua dedução completa bem como a das restantes
equações aqui apresentadas. Uma vez que os fluidos viscoelásticos se encontram no
estado ĺıquido, a condição de incompressibilidade é assumida em toda esta seção.

As equações fundamentais a resolver foram já apresentadas na Seção 6.3, mas
são aqui recordadas. A solução do escoamento de um fluido incompresśıvel requer
a solução da equação de conservação da massa (Equação (6.165)), que é depois
usada numa forma transformada para calcular a pressão,

∂Ui

∂xi
= 0 , (6.165)

e a equação de conservação de quantidade de movimento,

ρ
∂Ui

∂t
+ ρUk

∂Ui

∂xk
= − ∂p

∂xi
+ ηs

∂2Ui

∂xk∂xk
− ∂(ρuiuk)

∂xk
+

∂τ ij,p

∂xk
. (6.166)

Nas equações (6.165) e (6.166), Ui é a velocidade média, p é a pressão média, ρ é a
massa especifica do fluido e −ρuiuk é o tensor das tensões de Reynolds. A reologia
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do fluido é descrita pelo modelo FENE-P em que a tensão extra do fluido é a
soma de uma contribuição newtoniana associada ao solvente de viscosidade visco-
simétrica igual a ηs com uma contribuição polimérica, como descrito na Equação
(6.167). A Equação (6.167) já se apresenta escrita na forma de uma quantidade
média no tempo onde Sij é a velocidade de deformação média, que está definida
na Equação (6.168). De notar a definição da velocidade de deformação foi já
implicitamente utilizada para contabilizar a contribuição do solvente na Equação
(6.166),

τ ij = 2ηsSij + τ ij,p , (6.167)

Sij =
1
2

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)
. (6.168)

Nesta altura já é óbvio que será no mı́nimo necessário providenciar fechos para
dois termos: a tensão de Reynolds −ρuiuk e a tensão média polimérica, τ ij,p.

Equação constitutiva reológica para fluidos viscoelásticos

Antes de apresentar uma expressão para a tensão polimérica média τ ij,p que ob-
viamente já deve vir afetada de efeitos turbulentos, é vantajoso apresentar as
equações originais instantâneas para o tensor das tensões poliméricas, para que
a visão f́ısica seja mais completa e compreenśıvel, o que trará benef́ıcios na fase
posterior de modelação. No modelo FENE-P (Bird et al., 1980), a contribuição
polimérica instantânea para a tensão total do fluido é dada pela seguinte expressão
expĺıcita, onde a tensão depende do tensor de conformação instantâneo Ĉij ,

τ̂ij,p =
ηp

λ

[
f

(
Ĉkk

)
Ĉij − f (L) δij

]
. (6.169)

De notar que há definições alternativas devido às diferentes formas das funções de
f

(
Ĉkk

)
e f (L), que se discutirão mais abaixo.

Por sua vez, o tensor conformação obedece a uma equação diferencial que
resulta de um balanço de forças efetuado a um conjunto de modelos moleculares
do tipo esfera-mola27 após a realização de uma adequada média de conjunto (mais
detalhes em Bird et al., 1987),

f
(
Ĉkk

)
Ĉij + λ

(
∂Ĉij

∂t
+ Ûk

∂Ĉij

∂xk
− Ĉjk

∂Ûi

∂xk
− Ĉik

∂Ûj

∂xk

)
= f (L) δij . (6.170)

Usando a Equação (6.169), a Equação (6.170) pode reescrever-se na seguinte forma
alternativa(

∂Ĉij

∂t
+ Ûk

∂Ĉij

∂xk
− Ĉjk

∂Ûi

∂xk
− Ĉik

∂Ûj

∂xk

)
=
∇
Ĉij= − τ̂ij,p

ηp
. (6.171)

27do inglês “dumbbell”.
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Nestas duas equações, o termo no interior dos parêntesis representa a derivada co-

nectiva superior de Oldroyd do tensor conformação molecular
∇
Ĉij . Esta equação

constitutiva introduz o tempo de relaxação do poĺımero λ, o coeficiente de viscosi-
dade do poĺımero ηp e o comprimento máximo da cadeia molecular L, que aparece
nas duas funções f . Estas várias funções podem ser definidas das seguintes três
formas:

f (Ckk) =
L2

L2 − Ckk
e f (L) =

L2

L2 − 3
, (6.172)

f (Ckk) =
L2

L2 − Ckk
e f (L) = 1 , (6.173)

f (Ckk) =
L2 − 3

L2 − Ckk
e f (L) = 1 . (6.174)

As primeiras duas expressões são as mais utilizadas, sendo a terceira forma menos
usada pelas razões explicadas por Beris e Edwards (1994). Quando L2 é muito
superior a 3 os três conjuntos de funções são essencialmente idênticos. A maioria
das simulações numéricas do tipo DNS têm sido obtidas pelas duas últimas for-
mulações: a Equação (6.173) é usada mais freqüentemente por Beris e co-autores,
enquanto que a formulação (6.174) é usada por Sureshkumar e seus colaboradores.
Por uma questão de generalidade de formulação utilizaremos o mais posśıvel as
funções f() e quando necessário optaremos pela formulação (6.174).

Daqui resulta que a tensão polimérica média na presença de turbulência τ ij,p

é dada pela seguinte equação

τ ij,p =
ηp

λ
[f (Ckk) Cij − f (L) δij ] +

ηp

λ
f (Ckk + ckk) cij . (6.175)

Esta expressão contém um novo termo (compare-se com a Equação (6.169), o
último termo da direita da Equação (6.175), que terá de ser modelado. Para
compactar a notação, a nova quantidade

(
f (Cmm + cmm) cij

)
poderá ser escrita

como f ′cij .
A forma média da equação do tensor conformação em regime turbulento é

agora
∇
Cij +uk

∂cij

∂xk
−

(
ckj

∂ui

∂xk
+ cik

∂uj

∂xk

)
= −τ ij,p

ηp
, (6.176)

a qual, após substituição da Equação (6.175), pode também ser escrita como

λ
∇
Cij + λ

[
uk

∂cij

∂xk
−

(
ckj

∂ui

∂xk
+ cik

∂uj

∂xk

)]
=

−
[
f (Ckk) Cij − f (L) δij + f (Ckk + ckk) cij

]
. (6.177)

No membro da esquerda da Equações (6.176) e (6.177) há dois novos termos, a
saber:

CTij = −uk
∂cij

∂xk
,
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representa a contribuição dos termos convectivos, na forma flutuante, para o tensor
conformação. As simulações DNS de Housiadas et al. (2005) e Li et al. (2005),
em escoamento turbulento entre duas placas paralelas, mostraram que este termo
é desprezável, qualquer que seja a intensidade de redução do arrasto;

NLTij = ckj
∂ui

∂xk
+ cik

∂uj

∂xk

contabiliza a interação entre a flutuação do tensor conformação e a flutuação do
gradiente de velocidade. NLTij não é despreźıvel, tem origem no termo de de-
formação da derivada de Oldroyd e necessita de ser modelado.

As Equações (6.176) e (6.177) contém um outro termo do mesmo tipo de NLTij ,
i.e. um termo de deformação da derivada de Oldroyd, mas que só envolve quan-

tidades médias pelo que não necessita de modelação e que está inclúıdo em
∇
Cij .

O último termo no membro da direita da Equação (6.176) é a tensão polimérica
média, que é dada pela Equação (6.175).

Equação de transporte das tensões de Reynolds

A equação de transporte das tensões de Reynolds é

ρ
∂uiuj

∂t
+ ρUk

∂uiuj

∂xk
= Pij + Qij + QV

ij + Dij,N + Πij − ρεN
ij − ρεV

ij , (6.178)

onde os seguintes quatro termos estão presentes numa equação escrita para fluidos
newtonianos:

Pij = −ρ

(
uiuk

∂Uj

∂xk
+ ujuk

∂Ui

∂xk

)
,

é a produção da tensão de Reynolds;

Qij = −∂(ρuiujuk)
∂xk

,

é o transporte turbulento da tensão de Reynolds (também chamada de difusão
turbulenta);

DN
ij = ηs

∂2uiuj

∂xk∂xk
,

é a difusão molecular associada com o solvente newtoniano;

Πij = −
(

ui
∂p′

∂xj
+ uj

∂p′

∂xi

)
,

é o efeito das flutuações de pressão, que inclui quer o termo redistributivo designado
por pressão-deformação,

p′
∂ui

∂xj
+ p′

∂uj

∂xi
,
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e o termo normalmente associado com o transporte turbulento (difusivo) associado
às flutuações de pressão,

−∂p′ui

∂xj
− ∂p′uj

∂xi
.

Finalmente,

εN
ij = 2νs

∂ui

∂xk

∂uj

∂xk
,

é a dissipação viscosa direta devido ao solvente newtoniano. Por conveniência e
semelhança com a turbulência de fluidos newtonianos, define-se aqui a dissipação
viscosa com a viscosidade cinemática;

Embora estes termos sejam formalmente idênticos a termos presentes na corres-
pondente equação para fluidos newtonianos, isso não significa que a sua modelação,
quando necessária, seja idêntica à utilizada nos fechos para fluidos newtonianos.
De fato, isso não tem de ser assim já que a elasticidade interfere também nestes
termos. Naturalmente, que numa primeira aproximação, estes termos poderão ser
fechados recorrendo a expressões de modelos de turbulência newtonianos, mas a
melhoria do seu desempenho obrigará certamente à adopção/ desenvolvimento de
formas modificadas.

Os dois novos termos da Equação (6.178), que logo à partida necessitam de um
novo fecho são:

QV
ij =

∂
(
uiτ

′
jk,p + ujτ

′
ik,p

)
∂xk

,

que é o transporte turbulento viscoelástico devido às flutuações das tensões po-
liméricas;

εV
ij =

1
ρ

(
τ
′
jk,p

∂ui

∂xk
+ τ

′
ik,p

∂uj

∂xk

)
,

o trabalho viscoelástico, que representa a potência que as cadeias poliméricas dis-
sipam ou armazenam como energia livre. De fato, este termo quantifica o trabalho
das tensões elásticas. Alguns autores (Dimitropoulos et al., 2001) chamam a este
termo de dissipação viscoelástica devido à semelhança formal e conceitual com a
dissipação viscosa do solvente εN

ij . Por conveniência o termo é definido por forma
a ter as mesmas dimensões que εN

ij .
Podemos usar as definições das tensão polimérica para rescrever estes dois

termos da seguinte forma:

• para o transporte turbulento viscoelástico, QV
ij

QV
ij =

ηp

λ

∂Gij

∂xk
, (6.179)

onde

Gij ≡ Cikf(Cmm + cmm)uj + Cjkf(Cmm + cmm)ui + f(Cmm + cmm)cikuj

+ f(Cmm + cmm)cjkui .

(6.180)



6.9. Modelos de turbulência com base no modelo FENE-P 329

• para o trabalho viscoelástico, εV
ij

εV
ij =

ηp

ρλ

[
Cikf(Cmm + cmm)

∂uj

∂xk
+ Cjkf(Cmm + cmm)

∂ui

∂xk

+f(Cmm + cmm)cik
∂uj

∂xk
+ f(Cmm + cmm)cjk

∂ui

∂xk

]
.

(6.181)

Equação de transporte da energia cinética de turbulência

Esta equação pode obter-se por contração dos ı́ndices da equação de transporte das
tensões de Reynolds e usando a definição de κ (energia cinética de turbulência),
de que resulta

ρ
Dκ

Dt
+ ρuiuk

∂Ui

∂xk
= −ρui

∂κ′

dxi
− ∂p′ui

∂xi
+ ηs

∂2κ

∂xi∂xi
− ηs

∂ui

∂xk

∂ui

∂xk

+
∂τ ′ ik,pui

∂xk
− τ ′ ik,p

∂ui

∂xk
.

(6.182)

Como na equação das tensões de Reynolds, a Equação (6.182) tem dois termos no-
vos que necessitam de ser modelados: o transporte viscoelástico turbulento (aqui
chamado QV ) e a contração do trabalho viscoelástico (aqui chamado εV ). Utili-
zando o tensor conformação, estas duas quantidades podem ser rescritas como

QV ≡ ∂τ ′ ik,pui

∂xk
=

ηp

λ

∂
[
Cikf(Cmm + cmm)ui + cikf(Cmm + cmm)ui

]
∂xk

, (6.183)

εV ≡ 1
ρ
τ
′
ik,p

∂ui

∂xk
=

ηp

ρλ

[
Cikf(Cmm + cmm)

∂ui

∂xk

+ cikf(Cmm + cmm)
∂ui

∂xk

]
.

(6.184)

O quarto termo no lado direito da Equação (6.182) é a dissipação viscosa de κ
devido ao solvente e é designada por εN .

Equação de transporte da taxa de dissipação de energia cinética de
turbulência

A equação deduzida por Resende e Pinho (2005) para a taxa de dissipação da
energia cinética de turbulência devido ao solvente (εN ) é

2νs
∂ui

∂xm

∂(ρDui

Dt )
∂xm

+ 2νs
∂ui

∂xm

∂(ρuk
∂Ui

∂xk
)

∂xm
+ 2νs

∂ui

∂xm

∂(ρ∂uiuk

∂xk
)

∂xm

+ 2νs
∂ui

∂xm

∂( ∂p′

∂xi
)

∂xm
− 2ρνs

2 ∂ui

∂xm

∂(∂2ui

∂x2
k

)

∂xm
− 2νs

∂ui

∂xm

∂(
∂τ
′
ik,p

∂xk
)

∂xm
= 0 .

(6.185)
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Aqui só há um termo novo, o último termo do lado direito, que necessita de
modelação. Note-se, contudo, que no contexto da turbulência para fluidos newto-
nianos todos os termos desta equação são modelados. Novamente, e à semelhança
do que já foi dito a propósito da equação de transporte das tensões de Reynolds,
os termos presentes no contexto de um fluido newtoniano poderão ter que ser
modelados de forma diferente devido à ação dos efeitos não newtonianos.

6.9.3 Desenvolvimentos futuros

O desafio que se coloca agora é o de simplificar estas equações a partir de uma
compreensão f́ısica dos fenômenos moleculares ao ńıvel dos poĺımeros, e de resul-
tados de DNS. Para este esforço será útil analisar por exemplo, a relação entre
cmm e Cmm, ou a importância relativa de todos os termos do balanço de tensão
polimérica, tensão de Reynolds ou energia cinética de turbulência. Poderá ser
necessário formular equações exatas nas correlações cruzadas, que surgem entre
os tensores flutuantes da conformação, da velocidade de deformação, gradiente de
deformação e também do vector velocidade.

De qualquer das formas, o modelo a adotar integra-se num contexto estratégico
semelhante ao que existe para fluidos newtonianos. De facto, continua a existir
uma tensão de Reynolds e será necessário optar por uma formulação de 1a ou
2a ordem, ou por uma formulação algébrica, que virá modificada pela presença
dos novos termos associados à contribuição polimérica. Para além destas modi-
ficações, será ainda necessário modelar os novos termos e haverá diferentes ńıveis
de complexidade, desde modelos algébricos a equações de transporte das várias
incógnitas.

O tema é muito convidativo e está incipiente, correspondendo a um esforço de
investigação de diversos grupos, não havendo por enquanto resultados ou modelos
publicados.

6.9.4 Modelos para outras equações constitutivas de fluidos

Outras equações constitutivas, como por exemplo os modelos de Giesekus, de
Phan-Thien-Tanner, Larson, entre outros, podem escrever-se da mesma forma,
i.e., pela Equação (6.167) a que se junta uma equação semelhante à Equação
(6.169) e outras semelhantes às Equações (6.170) e (6.171), sendo que a diferença
entre os modelos está na forma espećıfica das funções f(Ckk) e na existência de
alguns coeficientes ou de algum termo extra equivalentes às Equações (6.170) e
(6.171).

Assim, no essencial os diferentes modelos acabam por envolver o tensor con-
formação, dáı resultando que as equações de transporte e da tensão polimérica em
regime turbulento possuem o mesmo tipo de termos que existem quando o modelo
constitutivo reológico de base é o modelo FENE-P, i.e., as mesmas correlações
entre quantidades flutuantes. É lógico pois que os fechos desenvolvidos para os
novos termos, no âmbito de uma equação constitutiva FENE-P, serão também do
mesmo tipo, diferindo nos valores numéricos das constantes de proporcionalidade
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ou em pequenos ajustes, que poderão ser aferidas por comparação com resulta-
dos obtidos por DNS, ou eventualmente haverá o aparecimento de um ou outro
novo termo. A tarefa estará pois simplificada, uma vez que aquilo que se afigura
mais dif́ıcil no desenvolvimento deste novo tipo de modelos de turbulência não é a
quantificação numérica das constantes de proporcionalidade, que é feita facilmente
por comparação com resultados de DNS ou experimentais, mas sim encontrar as
dependências adequadas entre as diversas quantidades médias que sejam capazes
de reproduzir o verdadeiro comportamento do termo a modelar. Assim, encontrar
a relação funcional entre diversas quantidades médias para quantificar um termo a
necessitar de modelação é uma tarefa primordial para conseguir atingir o objetivo
de desenvolver um modelo de turbulência para a equação constitutiva FENE-P.
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